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ТЕМА 1. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ  
1.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЛОСКОСТИ. 
1.1.1.ОБЩИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ОБ АКСИОМАТИЧЕСКОМ МЕТОДЕ 
ПОСТРОЕНИЯ ТЕОРИИ И АКСИОМАТИЧЕСКОМ ПОСТРОЕНИИ 
ГЕОМЕТРИИ 
Аксиоматический метод является способом построения научной теории. Его особенность 
состоит в том, что в основу теории кладутся некоторые исходные положения, называемые 
аксиомами. Из них логически выводятся все остальные предложения теории. К наукам, которые 
могут развиваться на основе аксиоматического метода (эти науки называются дедуктивными), 
относятся математика, некоторые разделы физики и логики, тесно связанные с математикой. 
Отметим, что существуют определенные границы использования аксиоматического метода и в 
этих науках. 
Аксиоматическая теория строится по следующему плану: 
1. Перечисляются неопределяемые понятия — основные объекты и отношения теории. 
2. Формулируются основные предложения (аксиомы), описывающие некоторые свойства 
неопределяемых понятий. 
Дальнейшее развитие теории происходит с помощью логических рассуждений с 
использованием основных понятий и аксиом. 
Аксиоматическая теория представляет научную ценность, если система аксиом 
удовлетворяет ряду требований.  
1) Важнейшим из них является требование непротиворечивости (или совместности). 
Непротиворечивость системы аксиом означает, что ни для какого высказывания A данной теории 
нельзя одновременно доказать истинность A и A . 
2) Непротиворечивая система аксиом должна быть также независимой. Это означает, что 
никакая из аксиом не может быть логически выведена из других аксиом данной теории, то есть не 
является в этой теории теоремой. 
3) Важным свойством аксиоматики является ее полнота. Теория является полной, если для 
любого высказывания A этой теории А или A  — теорема. 
1.1.2. АКСИОМАТИКА ШКОЛЬНОГО КУРСА ГЕОМЕТРИИ  
Многие геометрические сведения были известны человечеству в глубокой древности. Еще в 
Ӏ V в. до н. э. развитие геометрии привело к накоплению такого количества геометрического 
материала, что возникла необходимость научной систематизации этого материала. Необходимо 
было все геометрические знания привести в строгую систему. 
Первой основной работой строгого логического изложения элементарной геометрии из 
дошедших до наших дней были «Начала» Евклида, которые состоят из 15 книг (глав). Каждая 
книга начинается с определения тех понятий, которые будут использоваться далее (например, 
определение 1: точка есть то, часть чего есть ничто). Затем идут формулировки нескольких 
утверждений, которые принимаются без доказательства – 5 постулатов (например,  из любой 
точки можно провести  прямую линию) и 9 аксиом (например: половины одного и того же равны 
между собой). Однако, разница между постулатами  и аксиомами  не принципиальна. После этого 
формулируются 48 предложений, которые доказываются (например: на данной ограниченной 
прямой  построить равносторонний треугольник). В первой книге содержится учение об отрезках, 
углах, треугольниках, перпендикулярных и параллельных прямых, изучается параллелограмм. 
Заканчивается книга теоремой Пифагора. 
Евклид в своих книгах сначала формулирует определения понятий и приводит аксиомы, а 
далее путем логических рассуждений доказываются предложения-теоремы. В «Началах» автор 
делает попытку построить геометрию только геометрическими средствами, без использования тех 
или иных знаний из других разделов математики. «Начала» Евклида имели исключительно 
огромное значение для дальнейшего развития математической науки. По этой книге геометрия 
изучалась на протяжении почти двух тысячелетий, она являлась основным руководством при 
изучении геометрии в школе. 
  
Несмотря на исключительно большое значение «Начал» для развития образования и науки, 
они имели, по сегодняшним меркам, существенные недостатки. В трудах Евклида логическая 
схема рассуждений временами не до конца строгая, некоторые понятия не совсем четкие и 
малосодержательны. Автор иногда пользуется понятиями, которые не определены. Таким 
образом, можно сказать, что система постулатов (аксиом) Евклида является неполной, в его 
рассуждениях объединяется интуиция и логика. 
Современный курс геометрии также не является логически выдержанным, так как во многих 
случаях приходится обращаться к наглядным представлениям и к интуиции, которые исходят из 
многих методических подходов. 
Основными геометрическими фигурами в современной школьной геометрии являются точка, 
прямая и плоскость. 
Аксиомы современного школьного курса геометрии(планиметрии) 
1.Аксиомы принадлежности. 
- Какая бы ни была прямая, существуют точки, которые принадлежат этой прямой, и точки, 
которые не принадлежат ей.  
- Через произвольные две точки можно провести прямую, и только одну. 
2. Аксиомы порядка. 
-  Из трех точек на прямой одна и только одна лежит между двумя другими. 
- Прямая разбивает плоскость на две полуплоскости. 
3. Аксиомы равенства. 
- Каждый отрезок имеет определенную длину, больше нуля. Длина отрезка равна сумме длин 
частей, на которые он разбивается любой его точкой. 
- Каждый угол имеет определенную градусную меру, больше нуля. Развернутый угол равен 
180
0
. Градусная мера угла равна сумме градусных мер углов, на которые он разбивается любым 
лучом, который проходит между его сторонами. 
4. Аксиомы непрерывности. 
- На любой полупрямой отее начальной точки можно отложить отрезок, заданной длины, и 
только один. 
- На любой полупрямой в заданной полуплоскости можно отложить угол с заданной градусной 
мерой, меньше 180
0
, и только один. 
- Какой бы ни был треугольник, существует равный ему треугольник в заданном размещении 
относительно данной полупрямой. 
5. Аксиома параллельности. 
- Через точку, которая не лежит на данной прямой, можно провести на плоскости не более 
одной прямой, параллельной данной. 
 
Заметим, что для построения одной и той же математической теории могут выбираться разные 
системы аксиом. Это значит, что одно и то же предложение в одной системе может быть 
аксиомой, а в другой – теоремой. Количество аксиом в системе также может быть разным. Так, в 
геометрии А. Н. Колмагорова система состоит из 12, а выше приведенная система – из 10 аксиом. 
Программа по геометрии в средней школе предусматривает линейное построение курса, но 
выделяются четыре основные ступени, которые отличаются уровнем изложения: 1 – 4 классы, 5 – 
6 классы, 7 – 9 классы, 10 – 11 классы. 
 
1.1.3. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ПОНЯТИЯ, ИЗУЧАЕМЫЕ В НАЧАЛЬНЫХ 
КЛАССАХ 
Нет смысла говорить об аксиоматическом построении начального курса математики. В 
начальной школе учащиеся знакомятся с рядом геометрических фигур и отношений. Их называют 
основными, однако смысл употребляемого слова «основные» не имеет ничего общего с термином 
«основные понятия», используемые в аксиоматических теориях. Под основными геометрическими 
понятиями в начальной школе понимают понятия, имеющими своими прообразами формы и 
отношения, наиболее часто встречающиеся в окружающей учащихся действительности. Это — 
точка, прямая, отрезок, ломаная линия, угол, окружность, многоугольник (в частности — 
прямоугольник и квадрат), отношения «лежать между», «лежать на», «совпадать» и т.д. 
Вместе с тем, понимание учителем начальных классов идеи аксиоматического построения 
  
теории, например, арифметики натуральных чисел, способствует повышению качества 
преподавания арифметического материала. Подробно этот вопрос будет освещен в курсе методики 
преподавания математики в начальных классах. 
1.1.4. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПЛОСКОСТИ 
В теме «Отношения» уже были рассмотрены различные виды отображений, причем природа 
множеств, на которых задавались отображения, не обсуждалась. Теперь остановимся на свойствах 
отображений, заданных на множествах точек плоскости, т.е. геометрических фигурах. 
Определение. Отображением фигуры  в фигуру 1 называется такое соответствие, при 
котором каждой точке A фигуры  ставится в соответствие единственная точка A1 фигуры 1. 
Точка A1 называется образом точки A, а точка A — прообразом точки A1, аналогичные термины 
используются для фигур  и 1. 
Если при отображении каждая точка A1 фигуры 1 имеет по крайней мере один прообраз — 
точку фигуры , то говорят, что фигура  отображается на фигуру 1. 
Отображение фигуры  на фигуру 1 называется обратимым или взаимнооднозначным, если 
каждая точка фигуры 1 имеет единственный прообраз. 
На рис.1 проиллюстрировано отображение отрезка AB в прямую a. В самом деле, любая точка 
отрезка AB имеет единственный образ на прямой a (все эти образы лежат на отрезке A1B1). В то же 








На рис. 2 показано отображение квадрата АВСД на диагональ АС: каждая точка квадрата 




А D Рис. 2 
На рис. 3 представлено взаимнооднозначное отображение отрезков АВ на отрезок СD: 
каждая точка отрезка АВ имеет единственный образ на отрезке СD, а каждая точка отрезка СD – 
единственный прообраз на отрезке АВ. 








На рис. 4 показано отображение окружности на себя: образ каждой точки окружности 
лежит на конце хорды, проходящей через данную точку и фиксированную точку Х. Очевидно, это 
отображение отвечает определению обратимого отображения: для точек А, В, С, например, 
существуют единственные образы – А1, В1, С1; с другой стороны, для любой точки Е1 существует 
единственный прообраз. 
 Рис. 4 
Определение. Обратимое отображение фигуры на себя называется преобразованием фигуры. 
На рис. 5 проиллюстрировано отображение, при котором все точки плоскости перемещаются в 
одном и том же направлении, на одно и то же расстояние (т.е. на вектор XY ). Очевидно, что это 





Преобразования будем обозначать латинскими буквами. Например, записи 
1f A A , 
1f  означают, что точка A при преобразовании f отображается в точку A1, а фигура  — в 
фигуру 1. 
Так как преобразование — обратимое отображение, то для любого f, отображающего, 
например,  в 1, существует обратное преобразование 
1f  такое, что 1
1f . 
Отображение, при котором каждая точка плоскости отображается на себя, является 
преобразованием плоскости. Оно называется тождественным (или единичным) преобразованием. 
Тождественное преобразование будем обозначать E (например, E(A) = A). 
Композиция преобразований 
Определение. Последовательное выполнение двух преобразований f1 и f2 называется 
композицией двух преобразований. 
Композиция преобразований f1 и f2 обозначается 2 1
f f . Эта запись означает следующее: 
когда при перемещении f1 образом почти A является точка A1, а далее при перемещении f2 образом 
точки A1 является точка A2, то при композиции 2 1
f f
 образом точки A является точка A2. Др. 
словами, если f1(A)= A1, f2(A1)= A2, то 2 1
f f
( A)= f2(A1)= A2. 
Основные свойства композиции преобразований 
1. Композиция преобразований некоммутативна. 
В качестве доказательства рассмотрим композицию преобразования Z0 (центральная 
симметрия с центром 0) и Se (осевая симметрия с осью e). Покажем, что для произвольной точки А 
плоскости 
Se  Z0(А)≠ Z0  Se(А). 
Для этого найдем образ точки А при композиции Se  Z0 и Z0  Se 
Se  Z0(А)= Se(A1)= A2; 
Z0  Se(А)= Z0(А3)=А4; 









2. Композиция преобразований ассоциативна 
Покажем, что для преобразований f1, f2, f3 и произвольной точки А плоскости выполняются 
равенство: ((f3  f2)   f1) (А) = (f3 ( f2  f1)) (А). 
На самом деле: пусть образом точки А при преобразовании f1 будет точка A1, f1(А)= A1, 
f2(А1)= A2, f3(А2)= A3, тогда ((f3  f2)   f1) (А) = ((f3  f2)   f1(А) = f3  f2(А1) =f3(А2) = А3; 
(f3 ( f2  f1)) (А) = f3 ( f2  f1) (А) = f3  f2(А1) = f3(А2) = А3. 
3. Для произвольного преобразования плоскости f композиция f--1  f = Е. Доказательство 
самостоятельно. 
Поскольку множество точек фигуры (плоскости) бесконечно, то геометрическое 
преобразование ее нельзя задать таблицами. Чаще всего геометрические преобразования задаются 
формулами. Если образом точки М(х, у) при геометрическом преобразовании является точка   
















задают геометрическое преобразование плоскости. И чтобы найти, например, образ А1 
















Т.о., при заданном с помощью формул (2) преобразование плоскости т. А (2; -1) перейдет в 
точку А1 (-5; 8). 
Чтобы найти формулы обратного преобразования плоскости, необходимо выразить х и у 
через х1 и у1 в системе (1). 
Замечание   Равенства, которые задают преобразования плоскости, нельзя выбирать 
произвольно. Формулы (1) должны быть такими, чтобы отображение 










не задают преобразования плоскости, т.к. например точке А (1; 1) и В (-1; -1) соответствует 
один и тот же образ С (2; 1), поэтому отображение, заданное этими формулами, не является 
взаимнооднозначным. 
Пример 2: Построить ΔАВС (А(3; 4), В(-3, 2), С(6, -2)) и его образ, полученный при 








Решение: пусть при указанном преобразовании образом ΔАВС будет ΔА1В1С1. Найдем 


































  С1(4; -1) 




























































Итак, множество М преобразований плоскости обладает следующими свойствами: 
1) на нем определена алгебраическая операция – композиция преобразований: для любых 
f1 и f2 , 2 1f f  - элемент М; 
2) композиция преобразований ассоциативна; 
3) во множестве М существует нейтральный элемент – тождественное преобразование Е; 
4) для любого элемента ƒ из множества М существует ему симметричный – ƒ-1 
(преобразование, обратное ƒ). 
Таким образом, множество преобразований плоскости (вспомните определение группы !) 
образует группу относительно композиции преобразований. 
2.2. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ. 
2.2.1. ПЕРЕМЕЩЕНИЯ ПЛОСКОСТИ. ВИДЫ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ: 
ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ, ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС, ПОВОРОТ, 
ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ 
Перемещения плоскости. 
Из всего множества геометрических преобразований плоскости необходимо выделить 
такие преобразования, при которых сохраняется расстояние между точками. Такие 
преобразования называются перемещениями. 
  
Определение. Геометрическое преобразование f называется перемещением плоскости, 
если расстояние АВ между всякими ее точками  А и В равно расстоянию А1В1 между ее образами 
А1 и В1: АВ=А1В1. 
Перемещение плоскости, как и всякое преобразование плоскости, является 
взаимнооднозначным отношением. Т.о., перемещение сохраняет расстояние между точками и 
является отображением плоскости на себя. 
Основные свойства перемещения. 
1. Образом прямой при перемещении плоскости является прямая. Действительно, пусть 
А,В,С – произвольные точки некоторой прямой ℓ и пусть точка В лежит между точками А и С, 
значит АС=АВ+ВС. Тогда всякое перемещение f ставит в соответствие данным точкам точки А1= 
f(А), В1= f(В), С1= f(С). Если принять, что точки А1В1С1 не лежат на одной прямой ℓ1, то мы бы 
получили неравенство А1С1< А1В1+ В1С1, что противоречит определению перемещения. Значит 
будем иметь равенство: 
А1С1=А1В1+ В1С1, 
а это и значит, что образом прямой является прямая. 
Выводы: При перемещении образом всякого отрезка является равный ему отрезок, 
образом луча – луч, образом треугольника – равный ему треугольник. 
2. Образом угла при перемещении плоскости является равный ему угол. Доказательство 
этого свойства сделать самостоятельно. 
3. композиция перемещений плоскости является перемещением плоскости. Действительно, 
пусть f1 и f2 – перемещения, А и В – произвольные точки плоскости, 
А1= f1(А), А2= f2(А1),В1= f1(В), В2= f2(В1), или  
2 1f f ( A)= A2; 
2 1f f ( В)=В2. 
Тогда получим f1(АВ)=А1В1,  АВ= А1В1;   (*) 
  f2(А1В1)=А2В2,  А1В1= А2В2. 
Из равенств (*) (по свойству транзитивности равенства) имеем  
2 1f f (АВ)= f2(А1В1)=А2В2 
 (АВ= А2В2), 
а это значит, что композиция 2 1f f  - перемещение. 
4. Перемещение, обратное перемещению, является перемещением. На самом деле: пусть f 
– перемещение и пусть образами точек А и В при этом перемещении будут точки А1 и В1 
соответственно. 
  f(А)=А1; 
Из равенств:   следует, что АВ= А1В1 (**). 
  f(В)=В1 
Для перемещения f существует обратное перемещение f 
-1




  отсюда: когда А1В1= АВ, то f 
-1 




Но АВ= А1В1 (см. (**)), поэтому на самом деле f 
-1 
 - перемещение. 
В школьном курсе геометрии в основном изучаются свойства таких фигур, которые не 
изменяются при перемещении (т.е. общие свойства всех равных между собой фигур, несмотря на 
то, как они расположены на плоскости, а имеют значение только формы и размеры этих фигур). 
При изучении свойств геометрических фигур важно знать определение равных фигур. 
Определение. Фигура Ф называется равной фигуре Ф1, когда существует перемещение, 
при котором образом фигуры Ф является фигура Ф1. 
В школе это определение интерпретируется следующим образом: две фигуры называются 
равными, если при наложении одна на другую они совпадают. 
Применение понятия перемещения может быть использовано при доказательстве многих 
терем школьного курса геометрии, например, признаков равенства (или подобия) треугольников. 
  
Понятие перемещения может быть использовано при построении образов данных фигур. Так, 
чтобы построить образ данной окружности, достаточно построить образ центра данной 
окружности и затем построить окружность известного радиуса R данной окружности; чтобы 
построить образ отрезка, необходимо построить образы концов данного отрезка и соединить их 
прямой линией. 
2.2.2.  ОСЕВАЯ СИММЕТРИЯ 
Определение. Осевой симметрией с осью l называется такое перемещение, при котором точки 
прямой l отображаются сами на себя, а полуплоскости с границей l отображаются одна на другую. 
Тот факт, что точки A и A1 симметричны относительно l, будем записывать так: 1lS A A . 
Свойства осевой симметрии 
1 . Каждая точка прямой равноудалена от точек, симметричных относительно этой прямой. 
Доказательство. Пусть точка M лежит на прямой l (рис. 3). 
1lS A A . Тогда по определению 
осевой симметрии 






Осевая симметрия — перемещение, поэтому AM = A1M. Что и требовалось доказать. 
2 . Если 
1lS A A , то прямая AA1 перпендикулярна l и отрезок AA1 делится осью пополам 
(рис. 3). 
Доказательство. Так как A и A1 принадлежат разным полуплоскостям с границей l, то l 
пересекает отрезок AA1 в некоторой точке O. Возьмем на оси точку M. По определению, 
lS M M . Рассмотрим треугольники AMO и A1OM. Сторона MO — общая, стороны AM и A1M 
равны, так как 
1lS AM AM , стороны AO и OA1 также равны. Итак, треугольники AMO и A1OM 
равны по трем сторонам. Отсюда углы AOM и A1OM равны между собой и составляют каждый по 
90 . Из равенства треугольников равны и стороны AO и OA1. Таким образом, свойство доказано. 
На этом свойстве основывается один из способов построения симметричных точек 
относительно l: точки X и Y симметричны, если они лежат на перпендикуляре к l на равном 
расстоянии от l. 
2.2.3.  ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ ПЕРЕНОС 
Определение. Отображение плоскости на себя, при котором точки плоскости перемещаются в 
одном направлении на одинаковое расстояние, называется параллельным переносом. 
Параллельный перенос может задаваться вектором. Расстояние между точкой A и ее образом 
A1 при параллельном переносе равняется длине вектора, а направление AA1 совпадает с 
направлением вектора. Тот факт, что параллельный перенос задан вектором a  и что точка A 
переходит в точку A1, будем обозначать 1aT A A . 
Очевидно, что перенос на нулевой вектор является тождественным преобразованием. Если 
задан параллельный перенос вектором a , то параллельный перенос на вектор a  является 
преобразованием, обратным данному. 
Отметим некоторые свойства параллельного переноса 
1 . Параллельный перенос является перемещением. 
2 . Образом прямой при параллельном переносе является параллельная ей прямая. 
Доказательство свойств 1  и 2 .  


















 (если две противоположные стороны 
четырехугольника равны и параллельны, то он является параллелограммом). 
Значит, 1) AB = A1B1, 2) AB  A1B1. Из 1) следует свойство 1 , а из 2) — свойство 2 . 
3 . Композиция параллельных переносов является параллельным переносом. 
Доказательство провести самостоятельно. 
2.2.4. ПОВОРОТ ПЛОСКОСТИ 
Определение. Поворотом плоскости вокруг точки O на угол  называется преобразование 
плоскости, при котором точка O отображается сама на себя, а произвольная точка A плоскости 
отображается в такую точку A1, что: 1) AOA1 = ; 2) OA = OA1. 
Точку O называют центром поворота. 
Если угол задан положительным числом, то поворот производится против часовой стрелки, 
если отрицательным, то — по часовой. 
Обозначается 
1OR A A , что означает отображение точки A на A1 при повороте на угол  
вокруг точки O.  
Некоторые свойства поворота 
1 . Поворот является перемещением плоскости. 
Доказательство. 
Пусть 
1OR A A , 1OR B B  (рис. 5). Докажем, что AB = A1B1, т.е. что при повороте 


















Таким образом, 1 1.AOB AOB  по двум сторонам и углу между ними. Следовательно, 
AB = A1B1. Что требовалось доказать. 
2 . Композиция 2-х поворотов R1 и R2 с общим центром O на углы 1 и 2 является также 
поворотом вокруг точки O на угол 1 + 2. 
  
Т.е. любая точка плоскости A отобразится на точку A2: 2 1 1 2 2O O OR R A R A A . 
Без доказательства. 
2.2.5. ЦЕНТРАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ 
Определение. Центральной симметрией с центром O называется поворот вокруг точки O на 
180 . 
Обозначается 
1.OZ A A  
Так как центральная симметрия — частный случай поворота, то она является перемещением. 
Некоторые свойства центральной симметрии 
1 . Отображение, обратное центральной симметрии, есть та же центральная симметрия, то есть 
1OZ A A  и 1OZ A A . 
2 . Прямая, проходящая через центр симметрии, отображается при симметрии с этим центром 
сама на себя. 
3 . Центрально симметричные прямые параллельны. 
Доказательство. Пусть 








Из определения центральной симметрии следует, что AO = OA1, BO = OB1. 1 1AOB AOB  как 
вертикальные. 1 1AOB AOB  по двум сторонам и углу между ними. Из равенства треугольников 
следует равенство соответствующих углов BAO и B1A1O. По признаку параллельности прямых 
(если внутренние накрест лежащие углы равны, то прямые параллельны) a  a1. Что требовалось 
доказать. 
2.3.1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ПОДОБИЯ И ЕГО СВОЙСТВА 
Определение. Преобразование плоскости f называется преобразованием 
подобия с коэффициентом k (k>0), если оно изменяет расстояние между 
точками в k раз. 







тоBfBAfA  Постоянная величина k 
называется коэффициентом подобия. 
Определение. Если преобразование подобия f с коэффициентом k 
отображает фигуру Ф на фигуру Ф 1  (f(Ф)=Ф1   ), то фигура Ф1     называется 
подобной фигуре Ф с коэффициентом подобия k.  
 
Записывается: Ф1   Ф. 
Основные свойства преобразования подобия 





Доказательство: Действительно: при к=1 для произвольных 
точек А и В и их образов А 1  и В1  будет выполняться равенство 
АВ=А 1 В1 (расстояние между точками не изменяется), поэтому в 
этом случае мы имеем перемещение плоскости. 
Каждая фигура равна и подобна сама себе с 
коэффициентом подобия k=1. 
2. Если фигура Ф 1  подобная фигуре Ф с коэффициентом подобия k, 
то фигура Ф подобна фигуре Ф 1  с коэффициентом подобия 
k
1
    :     
 
                                                  Ф1       Ф       Ф     Ф 1  , 
             т.е. отношение подобия является обратным 
преобразованием плоскости. 
3. Композиция двух преобразований подобия с коэффициентами 
подобия  k 1  и k 2    является преобразованием  подобия с 
коэффициентом k=k1 k 2 . 
Доказательство: Возьмем две произвольные точки А и В, два 
преобразования подобия 1f  и 2f  с коэффициентами соответственно 







 Тогда ;111 ABkBA ,11222 BAkBA  
Откуда ,)()( 121222 kABABkkABkkBA  или .22 kABBA  Таким 
образом получили, что композиция двух преобразований подобия с 
коэффициентами k1  и k 2  есть преобразование подобия с 
коэффициентом k1 k 2 .  
Вывод: Если фигура Ф 1   подобна фигуре Ф с коэффициентом 
подобия k1 , фигура Ф 2  подобна фигуре Ф 1  с коэффициентом подобия 
k 2 , то фигура Ф 2  подобна фигуре Ф с коэффициентом подобия k1 k 2 . 
 Из рассмотренных свойств следует, что отношение подобия 
являются отношением эквивалентности, поскольку оно: 
   
1) рефлексивно (Ф      Ф); 
 
2) симметрично (Ф1      Ф       Ф      Ф1 ); 
 
3) транзитивно (                                       ). 
 
4. При преобразовании подобия образом прямой является прямая. 
Доказательство: Пусть точки А,В,С лежат на прямой l 




















преобразовании подобия с коэффициентом k получим 








Откуда и следует, что точки 111 ,, CBA  лежат на некоторой 
прямой 1l . 
 
Следствие: При преобразовании подобия отрезок отражается на 




Выше рассмотрены некоторые виды перемещений, т.е. таких преобразований, которые 
оставляют неизменными и форму фигур, и их размеры. 
Теперь остановимся на преобразованиях оставляющих неизменными только форму фигур. 
Такие преобразования называются преобразованиями подобия. 
Определение. Преобразованием подобия (или просто подобием) с коэффициентом k > 0 
называется преобразование плоскости, которое обладает следующим свойством: если A и B точки 
плоскости, а A1 и B1 соответственно их образы, то 1 1AB k AB . 
Если подобие с коэффициентом k отображает фигуру  на фигуру 1 , то 1  называется 




Некоторые свойства подобия 
1 . Подобие с коэффициентом 1 является перемещением. 
Доказательство. По определению подобия расстояния между точками A и B фигуры  и их 
образами — точками A1 и B1 фигуры 1  связаны зависимостью 1 1 1AB AB , т.е. сохраняются 
расстояния. По определению — это перемещение. 










Определение. Гомотетией с центром О и коэффициентом k называется 
такое преобразование плоскости, при котором точка О отображается сама на 




Частные случаи гомотетии 
1. Гомотетия с коэффициентом k=1 является тождественным  
преобразованием плоскости. На самом деле, при гомотетии с k=1 получим 
1ОА = ОА , 1
1 )( ААН о , это и значит, что 
1
оН  - тождественное преобразование. 
2. Гомотетия с коэффициентом k=-1 является центральной симметрией. 
При гомотетии с k=-1 получим 1ОА = -ОА , это и значит, что любая точка А 
  
переходит в симметричную ей относительно центра О точку А 1 . Поэтому 
1
оН - центральная симметрия. 
Определение. Фигура Ф 1  называется гомотетичной фигуре Ф, если все 
точки фигуры Ф 1  являются образами точек фигуры Ф при данной гомотетии. 
Основные свойства гомотетии 
1. Гомотетия является обратным преобразованием плоскости. 
Преобразование, обратное гомотетии с коэффициентом k и центром О, есть 
гомотетия с коэффициентом 
k
1
 и тем же самым центром. 
Доказательство: действительно, если А1 = )(АН
к
о , то 
 
1ОА = kОА , откуда ОА=
k
1
1ОА  (k ≠ 0), а это значит, что 




2. Любая точка А и ее образ А1 = )(АН
к
о  лежат на одной прямой с 
центром О, при этом: 
- если k 0, то точки А и А1  лежат по одну сторону от центра О; 
- если k<0, то точки А и А1  лежат по разные стороны от центра О. 
3. Если А1 = )(АН
к
о  и В1 = )(ВН
к
о , то АВkВА 11 . 
Доказательство: по правилу сложения векторов получим (рис. 
56): 
   1111 ОВВАОА , 
откуда: АВkОАОВkОАkОВkОАОВВА )(1111 . 
 
Выводы из свойств 2, 3: 
1) При гомотетии с коэффициентом k все отклонения между 
точками изменяются в k  раз. Действительно: 
если: ABkBA 11 , то 
  ABkABkBA 11 ,   
  
  ABkBA 11 . 
2) Гомотетичные фигуры подобны (это следует из п. 1). 
Обратное утверждение неверно.  
Например, на рис. АВ= 11ВА ,   
  
 
но не существует гомотетии,  
какая бы отрезок АВ  
перевела в отрезок 11ВА . 
Гомотетичные фигуры таким образом размещены на плоскости. 
Можно доказать, что любое преобразование подобия с коэффициентом 
k является композицией некоторой гомотетии с тем же коэффициентом и 
некоторого перемещения. 
3) При гомотетии с коэффициентом: k 0 каждый луч переходит в 
сонаправленный ему луч; с коэффициентом k<0 - в противоположно 









Отсюда следует, что прямая (отрезок) при гомотетии переходит в 
параллельную прямую (отрезок), а угол - в равный ему угол. 
 
Формулы преобразования координат при гомотетии 
Рассмотрим гомотетию с центром в начале координат и 
коэффициентом k. Пусть точка М(х; у) имеет своим образом точку М 1 (х1 ;у1 ). 
По определению гомотетии имеем: если 1)( MMH
k
o , то OMkOM1 .  (*) 
Векторное равенство (*) запишем в координатной форме:  
(x1; y1) = k(x; y) = (kx; ky),  
откуда  x1 = kx; 
  y1 = ky.     (**) 
 
Пример 1. Составить уравнение образа прямой x + 2y - 12 = 0 при 








1 xx      13xx ; 




1 yy      13yy . 
Подставив полученные значения x и y в данные уравнения прямой, 






Ответ: x + 2y - 4 = 0 
Пример 2. Составить уравнение образа окружности (x + 2)2 + (y - 1)2 = 
4 при гомотетии с центром в начале координат и коэффициентом k = 2. 
Решение. Используем формулы (**): 
  х1 = 2у;     х = 0,5х1; 
     откуда 
  у1 = 2у,     у = 0,5у1. 
Подставим значения х и у в данное уравнение окружности, получим 
4)15,0()25,0( 21
2






1 ух  или 16)2()4( 21
2
1 ух . 
Ответ: 16)2()4( 21
2
1 ух  
 
Пример 3. Построить образ ΔABC, полученного в результате 




RSZTH  (ΔABC) 




Определение. Гомотетией с центром O и коэффициентом 0k  называется преобразование 
плоскости, обладающее следующим свойством: если точка A отображается на точку A1, то 




OH A A  означает, что A1 является образом точки A при гомотетии с центром O и 
коэффициентом k. Точки AA1 называются гомотетичными. 
На рисунке 7 изображены случаи гомотетии 
1
k








k > 0 k < 0
 
Рис. 6 
Некоторые свойства гомотетии 
1 . Гомотетия с коэффициентом 1 является тождественным преобразованием. 
Доказательство. Провести самостоятельно. 
2 . Преобразование, обратное гомотетии, является гомотетией. Причем, если kOf H , то 
1
1 k
Of H . 
Доказательство. Провести самостоятельно. 
3 . Если A1 и B1 — образы точек A и B соответственно при гомотетии 
k









Из определения гомотетии следует (см. рис. 8): 
1 1, .OA k OA OB k OB  Применим формулу 
разности векторов: 
1 11 1
AB OB OA k OB k OA k OB OA k AB . Что требовалось доказать. 
Из последнего равенства следует, что векторы AB и A1B1 лежат на параллельных прямых, т.е. 
имеем свойство: 
4 . При гомотетии прямая отображается на параллельную ей прямую. 
 
Задания для самостоятельной работы  
Центральная симметрия 
Вопросы 
1. Центральная симметрия. 
2. Центрально симметричные точки. 
3. Преобразование симметрии относительно точки О. 
4. центрально симметричная фигура. 
5. Имеют ли центр симметрии следующие фигуры: 
 - отрезок; 
 - параллелограмм (прямоугольник, квадрат); 
 - круг (окружность); 
 - прямая. 
6. Сколько существует способов для задания центральной симметрии и 
какие? 
7. Свойства центральной симметрии. 
8. Симметрия вращения. 
9. Примеры фигур, обладающих симметрией вращения. 
Задания 
1. Какими свойствами обладает отношение «точка х симметрична 
точке у относительно точки О», заданное на множестве Р точек плоскости? 
2. Докажите, что два равных и параллельных отрезка центрально 
симметричны. 
3. Докажите, что две центрально симметричные прямые параллельны. 
4. Имеет ли центр симметрии: 
    а) правильный шестиугольник;  
    б) правильный пятиугольник;  
    в) отрезок; 
    г) луч; 
    д) пара вертикальных углов? 
  
5. Постройте точки, симметричные двум вершинам треугольника 
относительно третьей его вершины. 
6. Даны три точки А, В и  С, которые не принадлежат одной прямой. 
Известно, что точки А и В симметричны относительно некоторой точки О. 
Постройте точку D, симметричную точке С относительно этой же точки О. 
7. При симметрии относительно некоторой точки Р образом точки А 
является некоторая точка А 1 . Постройте прообраз точки В 1  при симметрии 
относительно этой же точки Р. 
8. Дана прямая a и точка Р. 
а) Постройте )(,),(1 аРаеслиРaZa P  . 
б) Сколько разных центров симметрии имеют две параллельные 
прямые? 
9. Дан АВС. Точка D – середина стороны ВС. Постройте точку А 1 , 
симметричную точке А относительно точки D. Рассмотреть случаи: 
     а) В – острый; б) В – тупой; в) В – прямой. 
10. Нарисуйте угол и постройте его образ при симметрии относительно 
точки М, которая лежит на его: 




1. Определение осевой симметрии. Запись. 
2. Какие точки называют симметричными. Что при этом выполняется. 
3. Какие фигуры Ф и Ф1 называют симметричными относительно 
прямой ℓ? 
4. Сколько способов существует для задания осевой симметрии? 
5. Какая фигура называется симметричной относительно прямой ℓ? 
6. Свойства осевой симметрии. 
7. Сколько осей симметрии и какие имеют следующие фигуры: 
 - отрезок; 
 - прямая; 
 - правильный треугольник; 
 - равнобедренный треугольник; 
 - прямоугольник; 
 - квадрат; 
 - круг (окружность)? 
Задачи 
1. Является ли отношение S: «фигура х симметрична фигуре у 
относительно прямой р», заданное на множестве плоских геометрических 
фигур, отношением эквивалентности? Всегда ли любые два равных 
  
непараллельных отрезка являются симметричными относительно 
относительно некоторой прямой? 
2. Докажите, что если точки А и В симметричны относительно прямой 
m, то: а) они равноудалены от этой прямой; б) АВ m. 
3. Луч АК – биссектриса угла ВАС. Доказать, что если АВ=АС, то 
точки В и С симметричны относительно прямой АК. 
4. Точка М симметрична сама себе относительно прямой l. Где 
находится эта точка? 
5. Докажите, что прямые, которые проходят через точку пересечения 
диагоналей квадрата параллельно его сторонам, являются его осями 
симметрии. 
6. Какие точки переходят сами в себя при симметрии относительно 
прямой l? 
7. Какие окружности переходят в себя при симметрии относительно 
прямой l? 
8. Какие лучи переходят в себя при симметрии относительно прямой l? 
9. Существует ли невыпуклый четырехугольник, который имеет ось 
симметрии? 
10. Постройте точки, симметричные точкам А(3;-2), В(4;0), С(0,-
6)относительно: а) оси ОХ; б) оси ОУ; и) биссектрисы II и IV координатных 
углов. Укажите координаты построенных точек. 
11. Даны три точки Х, Х 1 , У. Известно, что при симметрии 
относительно некоторой прямой образом точки Х является точка Х 1 . 
Постройте образ точки У при этой симметрии. Рассмотрите два случая: 
а) точки Х, Х 1 , У лежат на одной прямой; 
б) точки Х, Х 1 , У не лежат на одной прямой. 
     12. Даны точки A, B, C, D, никакие три из которых не лежат на 
одной прямой. Известно, что точки А и В симметричны относительно прямой 
CD. Каким может быть взаимное размещение точек A, B, C, D? 
13. Даны два равных отрезка АВ и СD. Известно, что АВ=S
l
(AB). 
Постройте прямую l, ели отрезки АВ и СD: 
а) параллельны; б) не параллельны. 
14. Известно, что при некоторой осевой симметрии АВС переходит 
сам в себя. Постройте ось симметрии; как называется эта линия? 
15. Дан АВС. Постройте точку А 1 , симметричную точке А 
относительно прямой ВС. Рассмотрите три случая: 
а) В – острый; б) В – тупой; в) В – прямой. 
16. Известно, что при некоторой осевой симметрии АВС переходит в 
себя. 
а) Какой вид имеет АВС? б) Постройте ось симметрии. 
17. Постройте АВС, в котором АВ=4см, ВС=5см, АС=6см. На 
стороне АВ отметьте точку М такую, что АМ=1,5см; на стороне ВС – точку 
  
N, такую, что CN=3см. Постройте образ АВС при симметрии относительно 
прямой MN. 
18. Даны прямые l и m. Постройте с помощью циркуля и линейки ось 
симметрии фигуры, образованной этими прямыми. Рассмотрите случаи: 
а) прямые l и m пересекаются; б) прямые l и m не пересекаются. 
Сколько осей симметрии получится в каждом случае? 
19.Какие большие буквы русского алфавита имеют: 
а) центр симметрии; б) одну ось симметрии; в) две оси симметрии? 
20  Докажите, что в ромбе: 
а) Каждая диагональ является осью симметрии; 
б) точка пересечения диагоналей является центром симметрии. 
21. Сколько осей симметрии имеют: квадрат, прямоугольник, 




1. Определение вектора. 
2. Нулевой вектор. 
3. Сонаправленные векторы. 
4. Противоположно направленные векторы. 
5. Равные векторы. 
6. Модуль вектора. 
7. Формулы координат вектора а , если началом вектора является 
точка А(х1, у1), а концом – В(х2, у2). 
8. Определение параллельного переноса. Запись. 
9. Два способа задания параллельного переноса. 
10. Основные свойства параллельного переноса. 
 
Задания 
1. На множестве геометрических фигур плоскости заданно отношение 
T: «Фигура F 1  является образом фигуры F при параллельном переносе на 
вектор m ». При каком параллельном переносе образом фигуры F1  будет 
фигура F? 
2. Какое преобразование обратно параллельному переносу на вектор 
m ? 
3. Сколько разных параллельных переносов задают две разные точки? 
4. В каком случае отрезок может отображаться на отрезок с помощью 
параллельного переноса? 
5. Существует ли параллельный перенос, при котором:  
1) Одна сторона квадрата отображается на другую; 
  
2) Одна сторона треугольника отображается на другую? 
6. Существует ли параллельный перенос, при котором образом точки A 
является точка B, а образом точки C – точка D, если:  
1) A(2;1), B(1;0), C(3;-2), D(2;-3); 
2) A(-2;3), B(1;2), C(4;-3), D(7;-2)? 
7. Известно, что образом точки Х при параллельном переносе, который 
отображает точку О(0;0) в точку M(3;0), является точка X1 (-5;4). Определите 
координаты X. 
8. Найти а и b в формулах параллельного переноса x1 = x + a, y1 = y + b, 
если при этом переносе образом точки A(1;0) является точка A1 (2;1). 
9. Даны 3 точки A,B,A1 . При некотором параллельном переносе точка 
A перейдѐт в точку A1 . Постройте образ точки B при этом же параллельном 
переносе. 
10. Дан треугольник  ABC. Постройте его образ при параллельном 
переносе на вектор: 




1. Определение поворота. Запись. 
2. Способы задания поворота. 
3. Укажите основные свойства поворота. 
4. Является ли поворот перемещением. 
 
Задачи 
1. На множестве геометрических фигур плоскости задано отношение 
Р: "фигура F1 – образ фигуры F при повороте вокруг точки М на угол 360˚". 
Будет ли отношение Р отношением эквивалентности? 
2. Является ли отношение Р: "фигура F1 – образ фигуры F при 
повороте вокруг точки А на угол £", заданное на множестве геометрических 
фигур плоскости: 
а) отношение эквивалентности; 
б) отношение порядка? 
3. Фигура F1 является образом фигуры F при повороте вокруг токи А на 
угол £. При каком геометрическом преобразовании фигуры F является 
образом фигуры F1? 
4. Дан прямоугольник АВСД со сторонами АВ=8 см и ВС=4 см. 
Постройте прямоугольник, который получится из АВСД поворотом на 90˚ 
вокруг середины М стороны АВ. Имеет ли фигура, полученная 
объединением прямоугольников, ось симметрии? 
5. Определите наименьший положительный угол поворота, при 
котором: 
а) прямая отображается на себя. Рассмотрите случаи: 
1) центр поворота принадлежит прямой; 
2) центр поворота не принадлежит прямой. 
б) Луч отображается на себя. Рассмотрите случаи: 
1) центр поворота совпадает с началом луча; 
2) центр поворота лежит на луче и не совпадает с его началом; 
3) центр поворота не принадлежит лучу. 
  
в) Отрезок отображается на сея. Рассмотрите случаи: 
1) центр поворота совпадает с концом отрезка; 
2) центр поворота является середина отрезка; 
3) центр поворота лежит на отрезке, но не совпадает с серединой; 
4) центр поворота не принадлежит отрезку. 
г) Окружность отображается на себя. Рассмотреть разные случаи 
размещения центра поворота. 
д) Угол отображается на себя. Рассмотрите разные случаи размещения 
центра поворота. 
е) Треугольник отображается на себя. Рассмотрите разные случаи 
размещения центра поворота. 
ж) Параллелограмм отображается на себя. Рассмотрите разные случаи 
размещения центра поворота. 
6. Нарисуйте произвольный треугольник АВС, постройте его образ при 
повороте вокруг точки А на 180˚. 
а) Заштрихуйте объединение полученных фигур. 
б) Будет ли заштрихованная фигура центрально симметричной? 
в) Имеет ли заштрихованная фигура ось симметрии? 
7. Постройте фигуру, в которую переходит треугольник АВС при 
повороте вокруг вершины С на угол 60˚. Рассмотрите три случая: 
а)   А=   В=    С= 60˚; 
б)    С<60˚; 
в)    С – тупой. 
8. Точка А лежит на границе круга F. Нарисуйте образ круга F, 
полученный при повороте вокруг т. А на угол 90˚. Заштрихуйте пересечение 
фигуры F и ее образа. 
9. Постройте образ квадрата АВСД (АВ=2 см) при повороте вокруг 
середины стороны АВ на 90˚. 
10. Даны две окружности. Поворотом на 45˚ одна окружность 
отображается на другую. Постройте центр поворота. Рассмотрите следующие 
случаи: а) окружности не имеют общих точек; б) окружности касаются; в) 
окружности пересекаются.  
11. Даны два равных отрезка СД и С1Д1. Постройте центр поворота М, 
при котором Р£М (С)= С1, Р
£





1. Какое преобразование плоскости называется подобием? 
2. Коэффициент подобия. 
3. Какие фигуры называют подобными? 
4. Основные свойства преобразования подобия. 




1. Определение гомотетии. Запись. 
2. Какие фигуры называют гомотетичными. 
3. Основные свойства гомотетии. 
 
  
Подобие и гомотетия. 
Задачи 
1.Обладает ли отношение подобия, заданное на множестве 
треугольников, свойством транзитивности? 
2.Докажите, что преобразование подобия с коэффициентом k=1 
является перемещением. 
3.Фигура F подобна фигуре F 1 с коэффициентом k. С каким 
коэффициентом фигура F 1  подобна фигуре F? 
4.Какими свойствами обладает отношение  H: «Фигура F1  гомотетична 
фигуре F с коэффициентом k относительно центра О», заданное на 
множестве геометрических фигур плоскости? 
5.Фигура F 1 является образом фигуры F при гомотетии с центром О и 
коэффициентом k. При каком геометрическом преобразовании фигура F 
будет образом фигуры F1 ? 
6.Фигура F гомотетична фигуре F 1 с коэффициентом k. С каким 
коэффициентом фигура F подобна фигуре F1 ? 
7.Докажите, что гомотетия с коэффициентом k=-1 является 
центральной симметрией.  
8.На плоскости отмечены точки A, B,A1 ,B1  так, что AB|| A1 B1 , но 
отрезки AB и A1 B 1  имеют разную длину. Существует ли гомотетия, при 
которой образом точки A является точка A1 ,а образом точки B - точка  B1 ? 
9.Отрезки AB и CD лежат на параллельных прямых и AB CD. 
a) Найдите все гомотетии, при которых образом AB является отрезок 
CD. 
b) В каждом случае укажите знак коэффициента гомотетии. 
c) Сколько таких гомотетий существует, если AB=CD? 
10. Фигура F 1  является образом фигуры F при гомотетии с центром О и 
коэффициентом    -6. 
a) С каким коэффициентом фигура F будет образом фигуры F1  при 
гомотетии с тем же центром О? 
б) С каким коэффициентом фигура F 1  будет образом фигуры F? 
в) С каким коэффициентом фигура F будет подобна фигуре F1 ? 
11.Точка A 1 является образом точки А при гомотетии с центром О и 
коэффициентом k. 
а) Каким будет взаимное расположение точек А ,А 1 и О, если k<0? 
б) Каким будет взаимное расположение точек А ,А 1 и О, если k>0? 
12.Даны точки А и А 1 , про которые известно, что точка А – образ 
точки А 1 при гомотетии с коэффициентом k относительно некоторого центра 
M. Постройте центр гомотетии, если: а)k=3; б)k= - 4; в)k=1; г)k= - 1; д)k=2/3; 
е)k= - 0.5. 
  
13.Нарисуйте отрезок AB, отметьте точку O  AB. Постройте отрезки: 
A 1 B 1 и A 2 B 2  когда: a) A 1 B 1 =H
2
0 (AB); б) A 2 B 2 = H
3







0 (AB); г) A 4 B 4 = H
1
0 (AB). 
14. Точка О совпадает с серединой стороны АВ треугольника АВС. 
Постройте треугольник 111 CBA = H
k
о ( ABC ), если:  
а) k= -3; b) k = 3; в) k = 
3
1
; г) k= 1; д) k = -1. 
15. Дан треугольник АВС. Постройте: 
а) )(0111 ABCHCBA
k ; 
б) 222 CBA ~ ABC , k=2. 
 
16. При некоторой гомотетии пункт Х перешел в пункт 1X , а пункт Y – 
в пункт 1Y , причем пункты X,Y, 1X , 1Y  не лежат на одной прямой. 
а)  Каким должно быть взаимное расположение прямых XY и 1X 1Y  ? 
б)  Постройте центр гомотетии. 
в) Можно ли утверждать, что когда XY > 1X 1Y , то коэффициент 
гомотетии вспомогательный? 
17. Начертите квадрат и постройте его образ при гомотетии 
относительно точки пересечения диагоналей с коэффициентом: а)  k=-2; b) 
k=3. 
18. Дан квадрат ABCD. Постройте квадрат, гомотетичный ему с 
коэффициентом k, когда: 
а) центр гомотетии – пункт пересечения диагоналей, k=0,5; 
б) центр гомотетии – пункт пересечения диагоналей, k=2; 
в) центр гомотетии – пункт пересечения диагоналей, k= -2; 
г) центром гомотетии является вершина A, k=0,5; 
д) центром гомотетии является вершина A, k=-0,5; 
е) центром гомотетии является вершина A, k=2; 
ж) центром гомотетии является вершина A, k=-2. 
19.Дана окружность с центром в точке O и радиусом 2 см и точка A на 
этой окружности. 
а)  Постройте образ этой окружности при симметрии относительно 
точки A; 




в) Постройте образ этой окружности при повороте вокруг точки A на 
45 ; 
г) Постройте окружность, гомотетичную данной относительно пункта 
A с коэффициентом гомотетии k=2. 
20. Будут ли подобными равнобедренные треугольники, когда у них 
  
есть: 
а)  по равному острому углу; 
а)  по равному тупому углу; 
а)  по прямому углу? 
21. Стороны треугольника относятся как 4:5:8. Найдите стороны 
подобного треугольника, когда большая из них равна 3,2 см. 
 
Композиция преобразований. 
1. Покажите на примере, что композиция двух параллельных 
переносов плоскости является параллельным переносом. 
2. Дан треугольник ABC . Постройте его образ при следующей 
композиции преобразований: 
а)  )(2 ABCSH ACc  ; 
б)  )(2 ABCHZ CA  ; 
в)  )(245 ABCHZR CBA  . 
 
3. Дан ромб ABCD. Постройте его образ при следующей композиции 
преобразований: 
а)  )(ABCДSZ ACB  ; 
б)  )(30 ABCДRZ AA

 ; 




4. Точки  А(-4;-1), В(0;-3),С(3;4) – вершины треугольника. 
а) Постройте ).( ABCSS OXOY   
а) Постройте ).( ABCSS OYOX   
а) Правда ли, что OXOYOYOX SSSS  ? 
 
5. Постройте образ фигуры F, который получится в результате 
композиции следующих преобразований (вектор m, ось l, точки M,N,Q и 
фигуру выберите произвольно): 
а)  )(602 ФZSRTH MlAmQ 

 , где Ф – треугольник АBC; 
      б)  )(290 ФSTHRZ lmQAN  
 , где Ф – четырехугольник АBCD. 
 
Тема 3. Целые неотрицательные числа. 
Аксиоматическая теория 
 
§ 3.1. Аксиоматика Пеано  
§ 3.1.1. Краткие исторические сведения о возникновении 
понятия натурального числа и нуля. Различные подходы к определению 
  
этих понятий 
Математика - наука о количественных отношениях и 
пространственных формах реального мира. 
В этом определении точно выделены те две стороны действительности, 
которые изучаются математикой. Это: 1) пространственные формы (их 
изучает геометрия); 2) количественные отношения (их изучает арифметика, 
алгебра и другие разделы математики). 
В этом разделе мы будем изучать количественные отношения. 
Отметим, что математика - наука абстрактная. Абстрактный характер 
математических законов придает им большую общность. Это значит, что 
математические законы (математические исследования) с одинаковым 
успехом обслуживают разные явления природы и общества. В этом вероятно 
и заключается та общность - универсальность математических теорий. 
Абстрактность математики иногда неправильно понимают как оторванность 
от жизни, от практики, что абсолютно неправильно. Развитие современного 
общества, современной техники невозможно без развития математики. Еще 
Галилей говорил: «Законы природы написаны на языке математики». 
Основным средством - инструментом, с помощью которого математика 
изучает различные явления и устанавливает количественные отношения, - 
является число. Нет никаких исторических сведений про то, когда и как у 
первобытного человека возникло понятие о числе. Стародавние египетские 
папирусы говорят, что еще 4000 лет до н.э. были известны действия над 
целыми и дробными числами, решались довольно сложные (но всегда 
конкретные) арифметические и геометрические задачи, т.е. теоретических 
объяснений в этих документах не найдено. 
Можно сказать, что как и все математические понятия, натуральные 
числа возникли из потребностей жизненной практики. Уже в старые времена 
необходимо было сравнивать конечные множества для того, что узнать, 
поровну ли у них элементов или в одном из них больше, чем в другом. 
Самым простым способом сравнения двух множеств было установление 
взаимно однозначного отношения между элементами этих множеств (этот 
способ не всегда можно было использовать: например, сравнивать два стада 
овечек на большом расстоянии один от другого). Поэтому позже для 
сравнения множеств начали применять множества-посредники, которые 
состояли из пальцев, маленьких камней, надсечек на пальцах, узлов на 
веревке и т.д. Одно и тоже множество-посредник можно было применять и 
для подсчета количества животных в стаях, между которыми было большое 
расстояние, и количества пойманных рыб, убитых на охоте зверей и т.д. 
Безусловно, эта операция (использование посредников) уже 
потребовала абстрактного мышления. Длительный исторический жизненный 
  
опыт привел к тому, что соответствующим множествам-посредникам стали 
давать соответствующие названия. Например, чтобы сказать "5 рыб" 
говорили "рука рыб" (подсчет вели на пальцах); или говорили "человек 
стрел" - это означало 20 стрел (на руках и ногах вместе 20 пальцев). 
Со временем людям нужно было уточнять способы счета. Множества-
посредники, которые имели определенное количество элементов стали 
называть определенным словом и обозначать соответствующим символом 
(цифрой). Этот процесс абстрагирования привел к общему понятию о числе: 
"один", "два", "три" и т.д. Так возникли названия чисел. И только позже 
стали размещать в один ряд так, что каждое последующее число было 
больше предшествующего на один: 1, 2, 3, … . Так возникло понятие 
натурального ряда чисел. Возникновение понятия натурального числа было 
важным событием в развитии математики. Появилась теоретическая наука о 
числе, которая называется арифметика. Позже для характеристики 
множества, которое не содержит ни одного элемента, возникло число 0. 
Вопросами аксиоматического построения теории натуральных чисел 
математики занимались, начиная с XVIII в. (М.У. Лобачевский, И. 
Шатуновский, немецкий математик Гроссман, итальянский - Дж. Пеано и 
др.). 
Приступая к построению той или другой математической теории 
необходимо: во-первых, ввести определенные понятия и отношения между 
ними; эти понятия называют основными (неопределяемы) понятиями 
(множество, прямая, плоскость, расстояние), во-вторых, ввести систему 
аксиом (предложения без доказательства); все остальные высказывания - 
теоремы - должны доказываться, причем доказательство теорем должно 
проводиться с помощью логики и никак не опираться на интуицию и 
наглядность. 
Натуральные числа применяются для двух главных целей: 
1) счета; 
2) упорядочения. 
Подсчет элементов множества приводит к ответу на вопрос, сколько 
элементов содержится в данном множестве. Число, которое показывает, 
сколько элементов содержится в том или ином множестве, называется 
количественным натуральным числом. 
Упорядочивая множества, мы с помощью натуральных чисел номеруем 
его элементы: первый, второй и т.д. Таким образом, порядковое 
натуральное число показывает, какое место при счете занимает данный 
элемент множества. 
Аксиоматическое построение арифметики натуральных чисел обычно 
связано с итальянским математиком Дж. Пеано (1858-1932). 
  
Сформулируем аксиомы Пеано для целых неотрицательных чисел Nо, 
где Nо = N   {0} = {0, 1, 2, 3, 4, . . ., n, . . .}. 
Определение. Целыми неотрицательными числами - называются 
элементы множества Nо, для которых установлено отношение P: 
"непосредственно следовать за", удовлетворяющее следующим условиям: 
1. Существует элемент множества Nо, который непосредственно не 
следует ни за каким элементом этого множества (это число 0). 
2. Для любого элемента a Nо существует один и только длин элемент а', 
который непосредственно следует за а. 
3. Каждый элемент a Nо (кроме 0) следует за одним и только одним 
элементом этого множества. 
4. Каждое подмножество M множества Nо, которое содержит элемент 0 
и вместе с любым элементом а содержит и элемент а', который 
непосредственно следует за а, совпадает с множеством Nо  (М = Nо). 
Аксиома (4) называется аксиомой индукции, она лежит в основе одного 
из методов доказательства, извествного под названием "доказательство 
методом математической индукции". 
 
 
§ 3.1.2. Индукция и дедукция 
Дедукция - это метод исследования (расскуждения), который ведет от 
общего полоджения к менее общему (или частному) положению. Так, 
например, используя прикнаки подобия треугольников при решении 
конкретной задачи, мы применяем дедукцию; или решая квадратное 






Индукцией называется способ исследования (рассуждения), который 
ведет от некоторых частных случаев к некоторому общему выводу. 
Индукция бывает полная и неполная. 
Когда общий вывод при исследовании делается после рассмотрения 
всех возможных случаев, то такая индукция называется полной. 
Пример 1. Доказать, что каждое четное число, большее 6 и меньшее 20, 










Пример 2. При доказательстве теоремы о величине вписанного в 
окружность угла используется полная индукция: рассматриваются все три 
возможные случая (см. рис.): 
  
 
         1        2    3 
1 - центр окружности лежит на стороне угла, 
2 - центр окружности лежит между сторонами угла, 
3 - центр окружности лежит вне угла. 
 
Вывод, полученный при доказательстве методом полной индукции, 
всегда справедливый. 
Когда же общий вывод делается на основе не всех возможных, а только 
некоторых слечаев, то такая индукция называется неполной. 
Неполная индукция не всегда дает правильные результаты. 
 
Разберем две задачи. 











Индуктивно (на основе рассмотренных сумм) напрашивается вывод, 
что сумма первых n нечетных натуральных чисел равна квадрату количества 
слагаемых, т.е. 
.12...531 2nn  
Будет ли справедливым это равенство для любого натурального n? 
Уверенно ответить пока что нельзя, т.к. вывод сделан на основе неполной 
индукции. Точно мы сможем ответить на этот вопрос позже, когда 
познакомимся с доказательством методом математической индукции. 
2. Вычислим значения трехчлена 412 xxxf , при Nn . 
Получились простые числа. 
x
 





















При анализе результатов может возникнуть гипотеза, что значение 
данного трехчлена при любых значения Nx  являются простые числа. 
Можем ли быть уверенными, что этот вывод истинный? Нет, т.к. он сделан 
при помощи неполной индукции (после рассмотрения только некоторых 
  
значений x ). 
Оказывается, это рассуждение неправильное, т.к. при 39,38,37,...,3,2,1x  
значение xf  будет простым числом, а при 40x  получим 1681xf  - это не 
простое число, а составное 41411681 . 
В первом примере, как будет показано ниже, высказанное рассуждение 
истинное. 
Таким образом, метод неполной индукции не всегда приводит к 
истинному выводу. Но пренебрегать им не стоит, т.к. он полезный в том 
смысле, что рассматривая частные случаи того или иного явления, мы часто 
можем заметить определенную закономерность, что дает возможность 
высказать некоторую гипотезу, справедливость которой позже будет 
доказана или отвергнута. 
§ 3.1.3. Метод математической индукции 
Индуктивно-дедуктивный вывод, основанный на аксиоме индукции, 
называется принципом математической индукции и формулируется так: 
Если некоторое утверждение NnnA ,  (которое устанавливает 
определенную зависимость между натуральными числами) справедливо для 
1n  и когда из того, что оно истинно для произвольного натурального числа 
kn , следует, что оно истинно и для следующего числа 1kn , то 
утверждение nA  будет истинным для всех натуральных чисел. 
Метод доказательства некоторых утверждений относительно 
натуральных чисел, основанный на принципе математической индукции, 
называется методом математической индукции. 
 
Схема доказательства методом математической индукции 
Утверждение (некоторую закономерность) относительно натуральных 
чисел, обозначают nA . Затем: 
1) Проверяют справедливость этого утверждения при 1n , т.е. 
справедливость высказывания 1A ; 
2) допускают, что утверждение nA  справедливо для kn , и, исходя из 
этого допущения, доказывают, что утверждение nA  справедливо для 
1kn , т.е. доказывают истинность высказывания 1kAkA . 
Если эти два положения 11 kAkAA  - истинное высказывание, 
то делают вывод, что утверждение nA  справедливо для любого 
натурального числа n. 
Пример 1. Доказать методом математической индукции, что равенство 
212...531 nn           (1)  
истинно для всех Nn . 
Доказательство: Обозначим через nA  утверждение 
" 212...531 nn  - истинно для всех Nn " (или "сумма первых n 
  
нечетных натуральных чисел равна квадрату количества слагаемых, т.е. 2n ". 
1) Проверим справедливость равенства (1) для 1n , т.е. проверим 
истинность высказывания 1A : 211  - истинно. 
2) Убедимся в истинности высказывания 1kAkA . Для этого 
допустим, что равенство (1) истинно для kn , т.е. истинно высказывание 
kA : " 212...531 kk ",     (2) 
и докажем, что равенство (1) будет истинным и для 1kn , т.е. 
истинно высказывание  
1kA : " 2111212...531 kkk ".     (3) 





   , что и требовалось доказать. 
Таким образом два положения метода математической индукции 
выполнены, поэтому равенство (1) истинно для любого Nn . 
Пример 2. Доказать методом математической индукции, что для 
любого Nn  справедливо равенство 223333 1
4
1
...321 nnn . 




...321 nnn  - истинно для всех Nn "  (4) 




1:1A ; 11  - истинно. 
2) Убедимся в истинности высказывания 1kAkA . Для этого 
допустим, что равенство (4) истинно для kn , т.е. высказывание  
kA : " 223333 1
4
1
...321 kkk "      (5) 
истинно, и докажем, что равенство (4) будет истинно и для 1kn , т.е. 
истинно высказывание  
1kA : " 2233333 21
4
1
1...321 kkkk ".   (6) 


























Оба положения методом математической индукции выполнены, 
поэтому исходное равенство (4) истинно для любого Nn . 
Замечание: Доказательство метода математической индукции не 
обязательно начинать с 1n , можно начинать с любого натурального числа 
n , но в этом случае утверждение nA  будет истинным только для n . 
Так, неравенство 143 nn  неверно при 2,1n , а при 5,4,3n  - 
  
истинно. Возникает вопрос: может это неравенство будет истинно при всех 
натуральных 2n . 
Пример 3. Доказать методом математической индукции, что для всех 
натуральных 2n  справедливо неравенство 143 nn .  (7) 
Доказательство: Обозначим через nA  утверждение " 143 n  - 
истинно для всех натуральных 2n ". 
1) Проверим справедливость неравенства (7) для 3n : 
3A : " 13433  - истинно, т.к. 1627 . 
2) 1kAkA : допустим, что неравенство (7) истинно для kn , т.е. 
что высказывание   kA : " 143 kk "     (8)  
- истинно, и докажем, что неравенство (7) будет истинно и для 1kn . 







    
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
исходное неравенство (7) истинно для любых Nn . 
 
§ 3.2. Сложение и умножение в аксиоматике Пеано 
В аксиоматической теории ссылка на интуицию недопустима, поэтому 
нам необходимо дать определение операции без ссылок на интуицию. Изучая 
операции над натуральными числами, можно заметить, что каждый раз по 
данным двум натуральным числам находится третье число, которое также 
является натуральным числом (и оно называется результатом операции). 
Напомним определение абстрактной операции, которую часто 
называют бинарной алгебраической операцией. 
Определение: Бинарной алгебраической операцией, заданной на 
множестве А, называется такое отображение, которое каждой паре (a, b) 
элементов из множества A AAba,  ставит в соответствие элемент c из 
этого множества: cba, . Элемент a называется первой компонентой, b - 
второй, c - результатом операции. 
Заметим, что операции можно выполнять не только над числами, но и 
над множествами, высказываниями и т.д. 
Например:  
- двум множествам соответствует третье множество, скажем 
объединение (пересечение); 
- двум высказываниям можно поставить по определенному правилу 
третье высказывание, скажем конъюнкции. (или дизъюнкцию) и т.д. 
 
3.2.1. Сложение и вычитание 
Определение: Сложением двух целых неотрицательных чисел 
  
называется бинарная алгебраическая операция, при которой каждой паре 
чисел (a, b) из множества 
0N  ставится в соответствие число 0Nc , которое 
называется суммой чисел a и b cba  и при этом выполняется следующие 
условия: 
1) сумма любого целого неотрицательного числа а и нуля равна самому 
этому числу: 
aaNa 00 ; 
2) сумма любого целого неотрицательного числа а и числа b', которое 
непосредственно следует за числом b, равна 'ba , которое непосредственно 
следует за числом ba : 
''0 babaNba . 
Вывод 1. Для всякого 
0Na  справедливо равенство '1 aa .  
Из аксиомы 2) сложения имеем: 
'0'01 aaa  - т.к. aa 0  по аксиоме 1) = '' aa . 
Замечание. Согласно выводу 1, мы можем схему доказательства 
методом математической индукции применить в следующем виде. 
Утверждение (некоторую закономерность) относительно натуральных чисел 
обозначим nA . Затем: 
1) Проверяют справедливость этого утверждения при 1n , т.е. 
справедливость высказывания 1A ; 
2) допускают, что утверждение nA  истинно при kn , и, исходя из 
этого допущения, доказывают, что утверждение nA  истинно для 'kn . Т.е. 
доказывают истинность высказывания 'kAkA . 
Лемма 1. Для любого 0Na  справедливо равенство '1 aa  (*) 
Доказательство проведем методом математической индукции. 
Обозначим nA : " '1 aa  истинно 0Na ". 
1. проверим истинность 0A . При 0a  из (*) получим '011 a  ( по 
аксиоме 2 сложения) 
2. 'kAkA . Допустим, что равенство (*) истинно для некоторого 
ka :  
kA : " '1 kk " и докажем, что оно истинно для 'ka : 
'kA : " '''1 kk " ( '''1 kk ). 
На самом деле '1 k (по аксиоме 2 сложения) = '1 k  [поскольку по 
допущенному] '1 kk / = '''' kk . 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
равенство (*) истинно для всякого целого неотрицательного числа а. 
Вывод 2. Для всякого 0Na  справедливо равенство aa0  (**) 
Доказательство проведем методом математической индукции. 
Обозначим 0A : " aa0  - истинно для 0Na " 
  
1. Проверим справедливость (**) для 0a : 
0A : " 000  - истинно" по аксиоме 1 сложения. 
2. 'kAkA : допустим, что равенство (**) истинно для kn , т.е. 
истинно высказывание kA : " kk0 ", и докажем, что равенство (**) будет 
истинным и для 'kn , т.е. истинное высказывание 'kA : " ''0 kk ". 
На самом деле: '0'0 kk  (т.к. по допущению kk0 ) = '' kk . 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
равенство (**) справедливо для всякого целого неотрицательного числа а. 
Приведенное аксиоматическое определение операции сложения само 
по себе еще не гарантирует существования и единственности суммы любых 
двух чисел из множества 
0N . 
 
§ 3.2.2. Теорема о существовании и единственности суммы  
Теорема. Существования и единственности суммы. 
Сумма ba  во множестве 
0N  всегда существует и единственная. 
Доказательство: Данное выше определение суммы гарантирует 
существование и единственность суммы вида:  
1) aa 0 , где 
0Na ; 
2) '' baba , если ba  существует и единственна. 
Из аксиомы 1 сложения, для 0Na  сумма aa 0  существует и 
единственная. 
Обозначим через М множество всех значений другого слагаемого b в 
сумме ba , для которых такие суммы существуют и единственны. Заметим, 
что M0 , а вместе с числом b из множества М получим еще и число b', 
которое следует за числом b. Тогда по аксиоме индукции 4 множество М 
совпадает со множеством целых неотрицательных чисел 
0N . Т.е. множество 
М содержит все целые неотрицательные числа. Таким образом, мы доказали, 
что сумма двух целых неотрицательных чисел всегда существует и 
единственна. 
Лемма 2. Доказать, что bbaNba, . 
Доказательство проведем методом математической индукции.  
Обозначим bA : " bba "      (*) 
1) Проверим 1A : " 11a " - истинное, т.к. 0Na  1'1 aa  по 2 
аксиоме Пеано. 
2) Докажем 'kAkA . Допустим, утверждение (*) истинно при 
некотором kb : 
kA : " kka " и докажем истинность его при 'kb , т.е. истинность 
высказывания 'kA : " '' kka ". 
На самом деле: '' kaka , но 'ka  - число, следующее за числом 
ka . Т.к. по предложению '' kka , то по 2 аксиоме Пеано число 'ka , 
  
следующее за числом ka , будет неравным числу 'k , следующим за k . 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
уравнение bba  будет истинным Nba, . 
Вычитание целых неотрицательных чисел является как действие 
обратным сложению. 
Определение. Вычитанием целых неотрицательных чисел называется 
алгебраическая операция нахождения  неизвестного слагаемого, когда 
известна сумма и второе слагаемое: 
cbacba  
 
§ 3.2.3. Таблица сложения 
Используя определение операции сложения и аксиомы Пеано, составим 
таблицу сложения (тут вводится обозначения чисел 2, 3, 4, . . . следующих, 
соответственно, за числами 1, 2, . . .).  
Будем пользоваться равенствами 







































§ 3.2.4. Законы сложения 
1. Коммутативный закон. Для любых чисел 
0, Nba  справедливо 
равенство abba          (1) 
(от перестановки мест слагаемых сумма не меняется). 
Доказательство проведем методом математической индукции. 
1) При 0b  имеем aa 00  - истинно, т.к. aa 0  (аксиома 1 
сложения). 
2) Допустим, что равенство (1) истинно для некоторого kb , т.е. 
akka ,           (2) 
  
и докажем, что оно будет истинно и для 'kb , т.е., что 
akka '' .          (3) 
На самом деле: 
'ka  = [по 2-й аксиоме сложения] = 'ka  (т.к. по предположению 
akka ) = 'ak  [по аксиоме 2 сложения (справа налево)] = 'ak  [см. 
вывод 1 из определения сложения] = 1ak  [по лемме а+1=1+а] = 1)(ak  
[используя ассоциативный закон сложения] = a)1(k  [по аксиоме 2 
сложения (справа налево)] = ak ' . 
Или короче: 'ka  = 'ka  = 'ak  = 'ak  = 1ak  = ak 1  = 
ak 1  = ak ' . 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
коммутативный закон сложения выполняется для всякого целого 
неотрицательного числа а. 
Например, найдем значение следующего числового выражения: 
64+28+36+512=(64+36)+(28+512)=100+540=640. 
2. Ассоциативный закон. Для любых чисел 
0,, Ncba  выполняется 
равенство   cbacba       (4) 
Доказательство проведем с помощью метода математической 
индукции. 
1) При 0c  из равенства (4) получим 
в левой части: baba 0 ; 
в правой части: baba 0 . 
Таким образом, при 0c  имеем 00 baba , т.е. ассоциативный 
закон выполняется. 
2) Допустим, что равенство (1) истинно для некоторого kc : 
kbakba ,        (5) 
и докажем, что оно будет справедливо и для следующего числа 'kc : 
'' kbakba .        (6) 
На самом деле: 
'kba  (по 2-й аксиоме сложения) = 'kba  [по предположению 
kbakba ] = 'kba  = [по 2-й аксиоме сложения, если ее читать 
справа налево] = 'kba  = [по 2-й аксиоме сложения, если ее читать справа 
налево] = 'kba . 
Или короче: 'kba = 'kba = 'kba = 'kba = 'kba . 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
'' kbakba , т.е., что ассоциативный закон справедлив для любого 
0Nc . 
 
§ 3.2.5. Аксиоматическое определение умножения целых 
неотрицательных чисел 
  
Определение. Умножением целых неотрицательных чисел называется 
такая алгебраическая операция, при которой каждой паре ba,  из множества 
0N  ставится в соответствие число 0Nc , которое называется произведение 
чисел a и b (обозначается: cba ), и при этом выполняется следующие 
условия (аксиомы умножения): 
1) Произведение любого целого числа a на ноль равно нулю: 
000 aNa ; 
2) Произведение любого целого неотрицательного числа и числа b', 
который непосредственно следует за b, равен сумме произведения a∙b и числа 
a: 
aababNba ', 0 . 
Теорема существования и единственности произведения 
Произведение двух целых неотрицательных чисел всегда существует и 
единственно. 













































1. дистрибутивный закон умножения  относительно сложения. 
Для 0,, Ncba  справедливо равенство 
а) cabacba  (левый закон). Чтобы умножить число на сумму, 
достаточно умножить его на каждое слагаемое суммы и полученные 
  
произведения сложить. 
б) cbcacba  (правый закон). Чтобы умножить сумму на число, 
достаточно умножить каждое слагаемое суммы на это число и полученные 
произведения сложить. 
Докажем методом математической индукции левый дистрибутивный 
закон cabacba        (7) 
при фиксированных a и b и произвольном 
0Nc . 
1) При 0c  имеем:  00 ababa ; 
    0baba ; 
    baba . 
2) Допустим, что равенство (7) истинно при некотором kc : 
kabakba , докажем ее справедливость для 'kc , т.е. что 
'' kabakba . 
На самом деле: 
'kba  = [поскольку по 2 аксиоме сложения '' kbkb ,т.к. по 
допущенному cabacba ] = 'kba  [по 2 аксиоме умножения] = 
akba  = akaba  [применим ассоциативный закон сложения] = 
akaba  [т.к. по 2 аксиоме умножения 'kaaka ] = 'kaba . 
Или короче: 'kba  = 'kba  = akba  = akaba  = 
akaba  = 'kaba . 
Таким образом, равенство (7) выполняется для 0,, Ncba . 
2. Коммутативный закон. 
Для любых чисел 
0, Nba  справедливо равенство 
abba          (8) 
(от перестановки множителей местами произведение не меняется). 
Доказательство проведем методом математической индукции. 
1) при 0b  имеем aa 00  (0=0) - верно. 
Допусти, что равенство (8) истинно для некоторого kb : akka , и 
докажем, что оно будет истинно и для 'kb : akka ''  
'ka  [по 2 аксиоме умножения] = aka  [т.к. по предложению 
akka ] = aak  = ak 1  [получим результат из 1 аксиомы сложения] = 
ak ' . 
Или короче: 'ka  = aka  = aak  = ak 1  = ak ' . 
Таким образом равенство (8) выполняется для любых 0, Nba . 
3. Ассоциативный закон. 
Для 0,, Ncba  справедливо равенство cbacba  (9) 
Доказательство проведем методом математической индукции. 
1) 0c :  00 baba ; 
  00a ; 
  00 . 
  
2) Допустим, что равенство (9) истинно для некоторого kc : 
kbakba , и докажем, что оно будет истинным и для следующего 
числа 'kc : '' kbakba . 
На самом деле:  
'' kbabkbabakbabakbakba
вныйзакондистрибути
    
Деление является действием, обратным умножению. 
Определение. Делением целого неотрицательного числа а на 
натуральное число b называется алгебраическая операция по нахождению 
одного множителя по известному произведению и другому множителю. 
В заключении отметим, что аксиоматический подход при изучении 
натуральных чисел довольно сложный и в начальных классах его 
применение, понятно, невозможно из-за большого уровня абстрактности и 
невозможности применения наглядных средств обучения. 
Учителю этот материал нужен хотя бы для того, чтобы расширить 
свою математическую эрудицию и уточнить культуру математического 
мышления. 
 
§ 3.3. Свойства множества целых неотрицательных чисел 
§ 3.3.1. Отношения порядка на множестве N0 
Кроме выполнения действий над целыми неотрицательными числами 
часто приходится сравнивать числа между собой. 
Определение. Число а меньше числа b ba , когда существует такое 
число 0c , что bca  0,, Ncba . 
Пример. 5<8 потому, что существует число 3 такое, что 5+3=8. 
Если ba , то говорят, что ab . 
Если ba , или ba , то пишут ba  и говорят "а больше или равно b" 
(или "а не меньше b"). 
Пример 1. Доказать, что при 0,, Ncba  когда ca , то 
bcacba . 
Доказательство. Поскольку ca , то 0Nk  такое, что cka  (или 




Основные свойства отношения "меньше" 
1. Отношение "меньше" 
а) антирефлексивно (поскольку неверно, что aa ); 
б) антисимметрично (т.к. когда ba , неверно, что ab ); 
в) транзитивно: когда ba  и cb , то ca . 
Доказательство: 
  
а) не  такого натурального числа k , для которого aka . 
б) пусть ba , тогда Nk1 , такое, что bka 1 ; 
когда ab , то Nk2 , что akb 2 . 
Когда же последние два отношения имели место одновременно, то 
получили бы отношения akka 21 ; или ( kkk 21  - натуральное число) 
aka , что невозможно. 
в) Из условия ba  следует, что Nk1 , для которого bka 1  
аналогично из условия cb , что Nk2 , для которого ckb 2 , откуда 
ckbkka 221 ; 
ckka 21 ,  ca . 
Таким образом, отношение "меньше" на множестве N0 является 
отношением строгого порядка. 
 
2. Для любых чисел 
0, Nba  имеет место одно из отношений: или 
" ba ", или" ab ". (существует еще отношение или " ba ", но оно не 
относится к отношению "меньше"). 
Отсюда следует, что отношение "меньше" является отношением 
линейного порядка. Поэтому есть возможность занумеровать целые 
неотрицательные числа 
ki ba , когда ki . Таким образом, множество N0 - 
линейно упорядоченное множество. 
 
3. Свойства монотонности сложения и умножения: 
а) 0,, Ncba  cbcaba  
Знак неравенства сохраняется, когда к обеим частям неравенства 
добавить одно и тоже число. 
б) NcNba ,, 0  cbcaba . 
Доказательство: 
а) Пусть ba , тогда bka , 0k  и  
kcakcackackacb   cbca . 
б) Аналогично: пусть ba , тогда bka , 0k , тогда  





§ 3.3.2. Упорядоченность, дискретность и неограниченность 
множества N0 
1. Число а в некотором множества М называется наименьшим, если в 
данном множестве нет числа, меньшего чем а. 
Например. Во множестве М={3,5,9,12}-число 3 - наименьшее. 
  
Аналогично определяется наибольшее число. В приведенном примере число 
12 - наибольшее. 
Как было установлено выше, отношение "меньше" ba  во множестве 
0N  определяет строгий порядок (оно антирефлексивно, антисимметрично, 
транзитивно). Причем этот строгий порядок линейный (или ba , или ab ). 
В упорядоченном множестве 
0N  есть наименьший элемент, но нет 
наибольшего (
0Na , 1' aa ). Говорят, что множество 0N  ограничено 
снизу и неограниченно сверху. В любом подмножестве 
0NM  также 
существует наименьший элемент, а наибольший ? 
2. Дискретность множества N0. Упорядоченное множество называется 
плотным в себе (всюду плотным), когда между любыми двумя элементами 
можно указать хотя бы один элемент. В качестве примера плотного 
множества можно назвать множество точек прямой, множество 




Множество называется дискретным, когда оно не всюду плотное 
(другими словами: линейно упорядоченное множество называется 
дискретным, когда между любыми двумя его элементами находится только 
конечное множество элементов). 
Множество N0 - дискретное, поскольку между числами, например, 5 и 6 
(или 8 и 9), нет ни одного натурального числа, хотя между числами 5 и 9 они 
есть. 
Понятие о конечном множестве 
Множества бывают конечные и бесконечные. 
Отрезком натурального ряда чисел mN  называется совокупность всех 
натуральных чисел mk . 
(например, }5,4,3,2,1{5N ). 
Множество А называется конечным, когда его можно взаимно 
однозначно отображать на некоторый отрезок натурального ряда чисел mN  
( ];1[ mNA m ). 
Когда существует отображение множества М на отрезок [1;m], то число 
m обозначает количество элементов множества М, называется мощностью 
множества М и записывается: Mnm . 
Операция установления взаимно однозначного отношения между 
множествами М и ];1[ mNm  называется перечислением элементов множества 
М. Перечисляя элементы конечного множества, мы не только находим, 
сколько в нем элементов, но и расставляем элементы в определенном 
порядке, упорядочиваем их. Поэтому натуральные числа являются не только 
количественными, но и порядковыми (мы говорим: первый, второй и т.д.). В 
начальной школе нужно показывать обе роли натуральных чисел. 
  
Таким образом множество целых неотрицательных чисел N0  
бесконечно (оно ограничено снизу и неограниченно сверху), линейно 
упорядоченное и дискретное. 
 
Тема 4. Теоретико-множественный подход к понятию 
целого неотрицательного числа (количественная теория) 
 
4.1. Теоретико-множественный подход к определению целого 
неотрицательного числа. 
 
4.1.1. Понятие о натуральном числе как об общем свойстве класса 
конечных равномощных множеств. Понятие о нуле. Символы, 
используемые для записи целых неотрицательных чисел. 
Определение. Когда между элементами двух множеств X и У можно 
установить взаимно однозначное соответствие, то говорят, что множество Х 
эквивалентно множеству У и записывают Х У. 
Отношение между множествами Х и У в этом случае является 
отношением эквивалентности, поскольку оно рефлексивно, симметрично и 
транзитивно. 
Определение. Два множества Х и У называется равномощными, если 
они эквивалентны (другими словами: когда между их элементами существует 
взаимно-однозначное соответствие). 
Когда множества Х и У конечны, то очевидно, что они эквивалентны 
(равномощны) только в том случае, когда имеют одинаковое количество 
элементов. В этом случае говорят, что множества равночисленные. 
Для характеристики конечных множеств используются числа, а для 
характеристики бесконечных множеств используются специальные термины: 
числовые множества и множества мощности "континуума". 
Поскольку отношение равномощности множеств является отношением 
эквивалентности, то оно позволяет разбить совокупность всех множеств на 
классы равномощных множеств. В один и тот же класс попадают множества, 
которые имеют одинаковое количество элементов, когда эти множества 
конечны, или имеют одну и туже мощность, когда они бесконечны. 
Определение. Бесконечное множества Х называют счетным, когда оно 
эквивалентно множеству всех натуральных чисел (это значит имеет ту же 
мощность, что и множество N). 
Определение. Множество Х называется множеством мощности 
"континуума", когда оно эквивалентно множеству всех действительных 
чисел (это означает имеет такую же мощность, что и множество R) 
Множества N, N0, Z, Q - счетные. 
  
Познакомимся с примерами равномощных бесконечных множеств. 
Пример 1. Пусть Х - множество точек отрезка АВ, У - множество точек 
отрезка CD. Будут ли эти множества равномощными? 
Решение. Так, множества Х и У равномощные, т.к. каждой точке М 
отрезка CD соответствует точка М1 отрезка АВ и наоборот (рис 1.). 
Рис. 1 
Определение целого неотрицательного числа 
Ранее мы рассматривали аксиоматический подход понятия 
натуральных чисел, дали определение операции сложения, умножения 
натуральных числе, понятия суммы, произведения и т.д. 
Существует и другой подход к изучению натуральных чисел и 
действий над ними. Эта теория основана на идее теории множеств и известна 
под названием количественной теории натуральных числе, ее основателем 
был немецкий математик Георг Кантр (1845-1918). 
В количественной теории натуральное число рассматривается как 
количество элементов некоторого конечного множества. В основе 
количественной теории лежит понятие конечного множества, понятие о 
равномощности конечных множеств и взаимнооднозначном соответствии. 
Отношение равномощности множеств, как известно, является 
отношением эквивалентности (поскольку оно рефлексивно, симметрично и 
транзитивно). Напомним, что отношение эквивалентности дает возможность 
поделить совокупность всех конечных множеств на классы равномощных 
множеств. Понятно, что в один класс эквивалентности попадут только такие 
множества, которые имеют одинаковое количество элементов (хотя другие 
свойства этих множества будут разные). 
Например, если А1 - множество сторон четырехугольника, А2 - 
множество колес в автомашине, А3={a,b,c,d} и т.д., то все эти множества 
составят один класс равномощных множеств: они имеют одно общее 
свойство - одинаковое количество элементов, равное 4. 
Таким образом, во всех равномощных множествах есть одно общее, 
неизменное (инвариантное) свойство - их одинаковая численность. Это 




Натуральным числом называется инвариант класса равномощных 
конечных множеств. 
Каждому классу равномощных конечных множеств соответствует одно 
и  только одно натуральное число и, наоборот, каждому натуральному числу 
соответствует один и только один класс равномощных конечных множеств. 
Так, например, множества А={a,b,c,d,f} и В={2,3,4,6,8} - равномощные: 
n(A)=n(B)=5. Пустому множеству поставим в соответствие число, которое 
называется нулем и обозначается: 0. 
Определение. Объединение множеств натуральных числе и множества 
{0} называется множеством целых неотрицательных чисел и обозначается 
N0: N0={0} N. 
В начальном курсе математики количественное натуральное число 
рассматривается как общее свойство класса конечных множеств. Поэтому, 
когда первоклассники изучают число "1", то на странице учебника показан 
образ одного предмета (один апельсин, одна девочка …), когда изучают 
число "3", то показано три предмета (3 кубика, 3 груши, ….) и т.д. Таким 
образом поступают при изучении всех чисел первого десятка. 
Количество элементов во множестве определяется путем их пересчета. 
Таким образом, количественные и порядковые натуральные числа в 
начальном обучении выступают в тесной связи. 
 
Символы, которые используются для записи натуральных чисел 
С давних времен возникла необходимость общее количество элементов 
множества обозначать соответствующим словом и знаком. Так, для 
обозначения численности множеств, равномощных множеству пальцев на 
одной руке, в белорусском языке употребляется слово "пять", а для 
обозначения численности множеств, равномощных множеству рук человек - 
слово "два". 
Разных классов равномощных множеств на практике очень много 
(можно сказать - бесконечность), но слов для названия разных равномощных 
множеств употребляется немного. Способ назвать каждое натуральное число 
с помощью немногих слов называют устной нумерацией. Например, чтобы 
назвать 1000 000 разных классов конечных множеств, достаточно иметь 13 
разных слов: один, два, . . . , десять, сто, тысяча, миллион. Все другие 
необходимые названия чисел являются производными от них. Например, 
двенадцать (12) образовано от слов десять и два, пятьдесят (50) - от слов 
десять и пять и т.д. 
Некоторые народы для ускорения счета предметов стали считать 
парами, пятками (например, китайцы), десятками, дюжинами, двадцатками 
(например, французы). Каждый народ сам разрешал вопрос, как немногими 
  
словами назвать все натуральные числа, которые встречаются на практике. В 
нашем языке употребляются следующие основные названия: один, два, три, 
четыре, пять, шесть, семь, восемь, девять, десять (десяток), сто (сотня), 
тысяча, миллион, миллиард, триллион, . . . . 
 
4.1.2. Отношение равенства на множестве N0, его свойства 
Пусть заданы два конечных множества А и В и пусть n(A)=a, n(B)=b. 
Определение. Два натуральных числа называют равными, если они 
определяются равномощными конечными множествами: 
если n(A)=a, n(B)=b, то a=b A B; 
если А не равномощно В, то a≠b. 
Поскольку отношение равномощности является отношением 
эквивалентности, то и отношение равенства также является отношением 
эквивалентности на множестве N0, т.к. оно: 
1) рефлексивно (а=0); 
2) симметрично (если a=b, то b=a); 
3) транзитивно (если a=b, b=c, то a=c). 
Существует связь отношения "равно" с операциями сложения и 
умножения целых неотрицательных чисел, но его мы рассмотрим при 
знакомстве с соответствующими операциями. 
 
4.1.3. Отношение "меньше ("больше") на множестве N0, его 
свойства 
Пусть даны два конечных множеств А и В такие, что n(A)=a, n(B)=b. 
Определение. Число a N0 "меньше" числа b N0, если множество А 
эквивалентно подмножеству В1 множества В (В1 В): это записывают ba . 
Таким образом: a<b A B1, где В1 В и В1≠В. 
Определенное таким образом отношение "меньше" обладает 
следующими свойствами: 
1) антирефлексивности aa ; 
2) антисиммметричности (если ba , то ab ); 
(если А - подмножество В, то В не может быть подмножеством А и не 
совпадать с ним); 
3) транзитивно (если a<b, b<c, то a<c) 
(если А В, В С, то А С). 
4) Для любых целых неотрицательных чисел a ,b, имеет место только 
одно из двух следующих отношений при a≠b: или a<b, или a>b. 
Таким образом учитывая выше рассмотренные свойства можно сказать, 
что отношение "меньше" на множестве N0 является отношением строгого 
линейного порядка, а множество N0 - упорядоченным. 
  
Дадим еще одно определение отношения "меньше". 
Определение. Число a N0 "меньше" числа b N0, когда существует 
такое число c N0, что a+c=b. 
Так, 3<5, поскольку существует число 2 такое, что 3+2=5. 
 
4.2. Определение сложения 
4.2.1. Определение суммы двух целых неотрицательных чисел 
Можно начать с записи, которую решают первоклассники: Нина 
купила 3 тетради в линейку и 5 тетрадей в клетку. Сколько тетрадей купила 
Нина? 
Чтобы решить эту задачу, естественно, что нужно к множеству 
тетрадок в линейку добавить множество тетрадок в клетку, т.е. объединить 
эти непересекающиеся множества и подсчитать количество элементов в 
полученном множестве (3+5=8). 
Рассмотрим общий случай. Пусть заданы два непересекающиеся 
множества А и В такие, что n(A)=a, n(B)=b, а, b N0.  
Определение. Суммой двух целых неотрицательных чисел а и b 
называется количество элементов объединения непересекающихся множеств 
А и В и таких, что n(A)=a, n(B)=b: cBnAnBAnba )()( , где n(A)=a, 
n(B)=b, BA . 
Операция нахождения суммы называется сложением, числа a и b - 
слагаемые. Приведенное определение суммы двух целых неотрицательных 
чисел легко переносится на любое количество слагаемых, взяв n 
непересекающихся множеств. Но можно обойтись и без n множеств 
следующим образом: cbacba )( ; 
   dcbadcba ))((  и т.д. 
В начальном курсе математики сложение натуральных числе 
проводится на основе практических заданий. Главным средством раскрытия 
понятия операции сложения является решение простых задач. 
Пример 2. Пользуясь определением суммы целых неотрицательных 
чисел показать, что 4+2=6. 
Решение. Возьмем два множества A={a,b,c,d} и B={m,k}, BA , 
А В={a,b,c,d,m,k}, n(А В)=6, 4+2=6. 
 
4.2.2. Существование суммы, ее единственность 
Поскольку само определение суммы целых неотрицательных чисел еще 
не доказывает существование и единственность суммы, докажем следующую 
теорему. 
Теорема существования и единственности суммы. 
Сумма двух целых неотрицательных чисел a и b всегда существует и 
  
она единственна (a+b=c - единственное число). 
Доказательство. Существование суммы вытекает из существования 
объединения двух конечных множеств. 
Докажем единственность. Пусть заданы два числа a,b N0. Данному 
числу а соответствует единственный класс равномощных конечных 
множеств, представителем которого будет множество А. Аналогично: числу 
b соответствует единственный класс равномощных множеств, 
представителем которого пусть будет множество В. 
Объединение А В конечных множеств А и В, которые не имеют 
общих элементов, также будет представлять собой единственный класс 
равномощных множеств и ему соответствует единственное число с - 
численность этих множеств. Но число с (согласно определению суммы) 
является суммой чисел a и b. Таким образом, сумма a+b=c - единственное 
число. 
4.2.3. Законы сложения 
1. Коммутативный закон ),( 0Nba  (a+b=b+a)    (1) 
Доказательство. Пусть А и В - два непересекающиеся множества, 
которые имеют соответственно a и b элементов (т.е. n(A)=a, n(B)=b). Из 
теории множеств известно, что объединение двух множеств подчиняется 
коммутативному закону (А В=В А), а равные множества равномощны, т.е. 
n(А В)=n(В А). 




В школе коммутативный закон называется переместительным. 
 
2. Ассоциативный закон ),,( 0Ncba  (a+b) +c=a+(b+c)  (2) 
Справедливость ассоциативного закона суммы следует из 
ассоциативного закона объединения множеств. 
А (В С)=(А В) С. 
Известно, что равные множества имеют одинаковое количество 
элементов: 
n((А В) С)=n(А В)+n(С)=(a+b)+c 
n(А (В С))=n(А)+n(В С)=a+(b+c)  (a+b) +c=a+(b+c). 
Ассоциативный закон показывает, как можно сложить 3 числа, для 
этого достаточно сложить два первых числа и их сумме прибавить третье 
число, или, к одному числу прибавить сумму двух остальных. 
Коммутативный и ассоциативный законы выполняются для любого 
количества слагаемых. При любой перестановке слагаемых и любой их 
  
группировке сумма не меняется: 
24+148+56+32=(24+56)+(148+32)=80+180=260. 
В XVII веке были введены в использование скобки, с помощью 
которых при письменных вычислениях указывался порядок выполнения 
действий. Скобки показывают, что заключенные в них числа необходимо 
рассматривать как одно число, которое необходимо предварительно найти, 
чтобы продолжать вычисление с числами, которые стоят за скобками. 
 
3. Монотонность сложения ),,( 0Ncba  
а) если a=b, то a+с=b+c     (3а) 
б) если a>b, то a+с>b+c. 
Доказательство.  
а) Пусть а=n(А), b=n(B), с=n(С). Из условия a=b  что множества А и 
В равномощны, а поэтому и множества А В и В С также равномощны. 
Значит, 
n(А В)=n(В С), 
n(А)+ n(В)=n(В)+n(С), 
откуда a+с=b+c (равенство 3а доказано) 






откуда по определению отношения "больше" следует: a+с>b+c. 
 
4. Аддитивность сложения ),,,( 0Ndcba  
если (a=b) (c=d), то а+c=b+d 
(когда к равным числам добавить равные числа, то их суммы будут 
равны). 
Доказательство. Действительно, когда мощности двух множеств A и B, 
а также C и D равны между собой (n(A)=n(B), n(C)=n(D)), то два множества 
А и В, а также C и D будут относиться к одним классам равномощных 
множеств. Поэтому и объединение А С, а также В D будут относиться к 
одному классу равномощных множеств, т.е. n(А С)=n(В D), или  
n(A)+n(С), n(В)+n(D), а+c=b+d. 
 
5. ),,,( 0Ndcba  
а) если (a=b) (c<d), то а+c<b+d     (5а) 
(если к равным числам добавить неравные числа, то получим неравные 
  
суммы); 
б) если (a<b) (c<d), то (а+c<b+d)     (5б) 
(это одно из свойств числовых неравенств: неравенства одинакового 
смысла можно почленно складывать). 
Доказательство. 





б) Если a<b, то Nk  такое, что a+k=b. 





4.3. Определение вычитания 
4.3.1. Определение разности двух целых неотрицательных чисел 
Рассмотрим задачу, которую могут решить первоклассники: Ученики 
посадили на школьном участке 9 фруктовых деревьев - груш и яблонь. Груш 
посадили 4. Сколько было посажено яблонь? (Из множества всех деревьев 
нужно отнять подмножество груш). 
Таким образом, вычитание целых неотрицательных чисел связано с 
операцией вычитания из множества его подмножества. 
Пусть дано конечное множество А и его подмножество В (В А) (рис. 
3), которые имеют соответственно  a и b элементов (n(A)=a, n(B)=b). 
   Рис. 3. 
Определим количество элементов множества ABBA )\(  ( AB  - это 
дополнение подмножества В до множества А). 
Определение. Разностью чисел a и b (а N0, b N0) называется число 
с N0, которое выражает собой количество элементов дополнения множества 
В до множества А, мощности которых соответственно равны b и а 
)\()( BAnBnc A . 
Поскольку объединение B (A\B)=A и множества B и (A\B) не 
  
пересекаются (B (A\B)= ), то 
n(В)+ n(А\B)=n(A), откуда 
n(A\В)=n(А)-n(В), т.е. c=a-b, или b+c=a. 
Из полученных равенств следует определение операции вычитания 
двух целых неотрицательных чисел. 
Определение 1. Вычитанием числа b из числа а называется операция 
нахождения такого числа с, которое в сумме с числом b дает число а (т.е. 
с+b=a). Число с называется разностью чисел a и b  и обозначается: 
c  =  a  —  b  
 
разность уменьшаемое вычитаемое 
Другими словами, вычитанием из числа а числа b - это такая операция, 
с помощью которой по сумме двух слагаемых (а) и одному из них (b) 
находится другое слагаемое c=a-b. 
Можно дать и другое определение разности двух чисел: 
Определение 2. Разностью a-b двух чисел a и b  называется такое число 
с, которое в сумме с вычитаемым числом b дает уменьшаемое число а. 
 
4.3.2. Условия существования разности, ее единственность 
Теорема (существования разности). Разность a-b двух целых 
неотрицательных чисел a и b существует тогда и только тогда, когда b а. 
1. Необходимость. Пусть разность a-b существует. Необходимо 
доказать, что b а. 
Пусть даны множества А и В такие, что n(A)=a, n(B)=b. Действительно, 
когда разность a-b=с существует, то существует и AB  - дополнение 
множества В до множества А. Это дополнение имеет целое количество 
элементов, причем: 
если 0)( ABn , то А В и a=b; 
если 0)( ABn , то В А (В≠А) и по определению отношения "меньше" 
во множестве N0 количество элементов множества в меньше количества 
элементов множества А (n(B)<n(A)), или a<b. 
Таким образом, если разность a-b существует, то b а. 
2. Достаточность. Пусть дано b а. Необходимо доказать, что разность 
a-b существует. Пусть даны множества А и В такие, что n(A)=a, n(B)=b. 
а) если a=b, то n(A)=n(B), т.е. А В и AB , 0)( ABn . 
В этом случае разность существует и равна 0. 
б) если b<a, то по определению "меньше" существует число с N, 
такое, что будем иметь b+c=a, откуда следует, что В А и AB , 0)( cBn A , 
с N, это значит существует разность a-b=с. 
  
Таким образом, когда b а, то разность чисел a и b существует. 
 
Теорема (единственности разности). Если разность двух целых 
неотрицательных чисел a и b существует, то она единственная. 
Доказательство. Пусть разность существует: a-b=с. Необходимо 
показать, что она единственная. 
Допустим, что разность a-b не единственная: существует еще одно 
число с1 (т.е., a-b=с1, где с≠с1). 
Тогда по определению операции вычитания имеем: 
a=b+c и a=b+c1  b+c=b+c1 и c=c1, 
что противоречит нашему допущении с≠с1. 
Полученное противоречие доказывает, что разность всегда 
единственная, когда она существует. 
 
4.3.3. Связь вычитания со сложением 
Операция вычитания: 
не коммутативна: 8-3≠3-8 
не ассоциативны: (7-3)-2≠7-(3-2). 
Рассмотрим некоторые правила сложения и вычитания относительно 
трех целых неотрицательных чисел a, b, c. 
1. Вычитание числа из суммы:  (a+b)-c=a+(b-c), если b c  или 
      (a+b)-c=(a-c)+b, если a c 
2. Вычитание из числа суммы: a-(b+c)=(a-b)-c=(a-c)-b. 
3. Сложение разности с числом: (a-c)+b=(a+b)-c. 
4. Сложение числа с разностью:  a+(b-c)=(a+b)-c. 
5. Вычитание числа из разности: (a-b)-c=a-(b+c) или 
      (a-b)-c=(a-c)-b. 
6. Вычитание из числа разности: a-(b-c)=(a-b)+c=(a+c)-b. 
Например. (5+4)-2=9-2=7 
  (5+4)-2=(5-2)+4=3+4=7 
  (5+4)-2=5+(4-2)=5+2=7. 
 
4.4. Определение умножения. Операция деления на множестве 
целых неотрицательных чисел. 
4.4.1. Определение произведения двух целых неотрицательных 
чисел 
Существует два способа определения произведения целых 
неотрицательных чисел. Рассмотрим операцию умножения на множестве N0. 
1. Разберем следующую задачу: Каждый из 4 учеников купил по 5 
тетрадей. Сколько всего было куплено тетрадей? Решение сводится к 
  






Такая операция нахождения суммы одинаковых слагаемых называется 
умножением и записывается (для данного примера) 5∙4=20. 
Определение 1. Произведением двух целых неотрицательных чисел a и 
b  называется целое неотрицательное число с (а∙b=с), которое представляет 
собой сумму в слагаемых, каждый из которых равен а: 





2) если b=1, то а∙1=а; 
3) если b=0, то а∙0=0. 
 
Дополнительно случаи 2) и 3) необходимо рассмотреть потому, что 
когда b=1 (или 0), то данное определение произведения двух чисел через 
сумму равных слагаемых не имеет смысла (бессмысленно говорить о сумме, 
в которой одно или ноль слагаемых). 
В равенстве а∙b=с а и b называют множителями, с - произведением. 
Обозначения "∙", "х" (3∙5=15); при использовании букв знак умножения не 
ставится а∙b=аb. 
Определение 2. Произведением двух целых неотрицательных чисел а и 
b называется целое неотрицательное число с, которое является численностью 
декартова произведения множеств А и В, что n(A)=a, n(B)=b. Таким образом, 
а∙b=с=n(AхВ)=n(A)∙n(B). 
Разберем на примере это определение. Пусть даны два множества 
A={a,b,c}, B{m,n,f,k}. Найдем их декартово произведение: AхВ={(a,m), (a,n), 
(a,f), (a,k), (b,m), (b,n), (b,f), (b,k), (c,m), (c,n), (c,f), (c,k)}. 
Как видно, мы получили множества из 12 пар элементов. Значит 
n(AхВ)=12. 
С другой стороны, n(A)=3, n(B)=4, и n(A)∙n(B)=3∙4=12. 
Пользуясь определением произведения двух целых неотрицательных 




4.4.2. Существование произведения, его единственность 
Теорема существования и единственности произведения. 
Произведение целых неотрицательных чисел всегда существует и 
единственно. 
Доказательство. Пусть a и b численности множеств А и В. 
n(A)=a, n(B)=b. 
  
Известно, что декартово произведение двух конечных множеств всегда 
существует и оно единственно. Количество элементов декартова 
произведения однозначно определяется количеством элементов 
перемножаемых множеств А и В. 
Этим и доказывается теорема. 
Теорему можно доказать и исходя из первого определения 
произведения как суммы в слагаемых. 
Сумма (как было ранее доказано) всегда существует и единственна; 
a∙1=а - существует и единственное число а; 
a∙0=0 - существует и единственно число 0. 
 
4.4.3. Законы умножения 
Пусть даны множества A, B ,C и D такие, что n(A)=a, n(B)=b, n(C)=c, 
n(D)=d. 
1. Коммутативный закон. ),,( 0Ncba  (а∙b=b∙а). 
Доказательство. Как известно, декартово произведение множеств не 
коммутативно: AхВ≠ВхА. 
Но множества AхВ и ВхА равномощные (равночисленные). 
Действительно, каждой паре (a;b) AxB можно поставить в 
соответствии одну и только одну пару (b;a) BxA. Из равномощности 
множеств следует, что n(АхB)=n(BхА), откуда 
n(A)∙n(B)=n(В)∙n(А)=n(BхА), или 
a∙b=b∙a, где n(A)=a, b=n(B). 
Коммутативности подчиняется произведение любого количества 
множителей. 
 
2. Ассоциативный закон. ),,( 0Ncba  ((а∙b)∙с=а∙(b∙с)). 
Доказательство. Справедливость этого закона выпекает из того, что 
множества (АхВ)хС и Ах(ВхС) имеют одинаковое количество элементов 
(равномощны), хотя декартово произведение множеств не подчиняется 
ассоциативному закону ((АхВ)хС≠Ах(ВхС)). 
Поскольку указанные множества равномощны, то между элементами 
этих множеств можно установить взаимно однозначное соответствие и 
поэтому  
n((АхВ)хС)=n(Ах(ВхС)), откуда 
n(АхВ)∙n(С)=n(А)∙n(ВхС), или ((а∙b)∙с=а∙(b∙с). 
В школе ассоциативный закон называют сочетательным законом и он 
имеет место для любого количества множителей. Ассоциативный закон (как 




3. Дистрибутивный закон умножения относительно сложения. 
),,( 0Ncba : 
а) а∙(b+с)=а∙b+а∙с (левый закон); 
б) (а+b)∙с=а∙с+b∙с) (правый закон). 
Доказательство левого закона мы проведем с помощью 
дистрибутивного закона декартова произведения относительно объединения 
множеств: 
Ах(В С)=(АхВ) (АхС), В С= . 
Равные множества равномощны, т.е. 
n(Ax(B C))=n(A)∙n(B C)=a∙(b+c) 
n((AxB) (AxC))=n(AxB)+n(AxC)=a∙b+a∙c 
Таким образом, имеем равенства а∙(b+с)=а∙b+а∙с. 
Аналогично доказывается правый дистрибутивный закон. Кроме того, 
равенство б) можно доказать с помощью коммутативного закона умножения: 
(а+b)∙с=с∙(а+b)=c∙a+c∙b. 
 
4. Дистрибутивный закон умножения относительно вычитания. 
),,( 0Ncba : 
а) если b с, то а∙(b-с)=а∙b-а∙с; 
б) если а b, то (а-b)∙с=а∙с-b∙с. 





5. Монотонность произведения. ),,( 0Ncba : 
а) а=b  а∙с=b∙с; 
б) если а<b и с≠0, то а∙с<b∙с. 
Доказательство.  
а) Пусть n(A)=a, n(B)=b, n(C)=c. 
Из условия a=b следует, что множества А и В равномощны, а тогда и 





Мы доказали импликацию а=b  а∙с=b∙с. 
Аналогично доказывается справедливость импликации  
а∙с=b∙с  а=b. 
  
Таким образом, ),,( 0Ncba , с≠0, а=b  а∙с=b∙с. 






bbbaaa , или а∙с<b∙с. 
 
6. (
0, Nba , Ndc, ) 
а) если а=b и c=d, то a∙c=b∙d 
б) если а=b и c>d, то a∙c>b∙d 
в) если а<b и c>d, то a∙c>b∙d. 
Доказательство а) a=n(A), b=n(B), с=n(C), d=n(D). 
Если численности двух множеств А и В, а также C и D равны между 
собой n(A)=n(B), n(C)=n(D), то два множества A и B, а также C и D, будут 
относиться к одним классам равномощных множеств. 
Поэтому и декартовы произведения AхС, а также BхD будут 
относиться к одному классу равномощных множеств. 
т.е. n(AxC)=n(BxD), или 
n(A)∙n(C)=n(B)∙n(D)  a∙c=b∙d. 
Доказательство б) Поскольку c>d, то Nk , такое, что c=d+k. 
Мы имеем а=b и c=d+k, поэтому по формуле 6а) 
a∙c=b∙(d+k); 
a∙c=b∙d+b∙k, 
т.к. Nbk , то a∙c>b∙d. 
Доказательство в)аналогично. 
 
4.4.5. Определение частного целого неотрицательного чисел и 
натурального 
Рассмотрим еще одну операцию на множестве N0, с которой ученики 
сталкиваются с первых лет обучения. 
Определение. Делением целого неотрицательного числа а на 
натуральное число b называется такое целое неотрицательное число с, 
произведение которого с числом b дает число а. 
Таким образом: a:b=c  a=c∙b      (*) 
Число а называется делимым, b - делителем, с - частным. 
Из отношения (*) следует, что операция деления является обратной 
операции умножения: 
(а:b)∙b=а, это значит, что когда число а разделить на число b, а затем 
умножить на число b, то получим число а.  
Определение. Говорят, что целое неотрицательное число а делится на 
натуральное число b, когда существует целое неотрицательное число k, что 
  
a:b=k (или a=a=b∙k). 
Предложение "число а делится на число b" коротко записывается так: 
ba . Тогда последнее определение можно записать следующим образом: 
))(())(,( 00 kbaNkbaNba  . 
Например, 327 , т.к..  число 9 N0 такое, что 3∙9=27. 
Пример 3. Доказать, что сумма трех последовательных натуральных 
степеней числа 6 делится на 43. 
Доказательство. Возьмем. 6k, 6k+1, 6k+2 (где k N) - три 
последовательных натуральных степеней числа 6 и докажем, что 
43)666( 21 kkk . Для этого найдем их сумму: 
436)661(6666 221 kkkkk , откуда следует, что сумма 
21 666 kkk  делится на 43. 
Существует два типа задач на деление. 
Задача 1. Множество А имеет а элементов (n(A)=a). Нужно его разбить 
на непересекающиеся подмножества, в каждом из которых должно быть b 
элементов. Найти количество всех подмножеств, на которые разбить данное 
множество. 
Решение. Обозначим количество всех подмножеств через х. Тогда 
будем иметь: b∙х=а, откуда х=а:в. 
Задача 2. Множество А, которое имеет а элементов n(A)=a, разбито на 
n непересекающихся равномощных подмножеств. Сколько элементов в 
одном (каждом) подмножестве? 
Решение: Количество элементов каждого подмножества обозначим 
через х. Тогда x∙n=а, откуда х=а:n. 
Задача 1 в которой, по известному количеству элементов в 
подмножестве находится количество всех равномощных подмножеств, 
относится к типу задач на деление по содержанию, а задача 2, где по 
известному количеству подмножеств находится количество элементов 
подмножества, относится к типу задач на деление на равные части. 
 
4.4.6. Условие существования частного, ее единственность. 
Частное от деления одного числа на другое во множестве N0 не всегда 
существует. В этом легко убедиться на примерах: 18:6=3, но 10:6=? ( 10 на 6 
не делится, т.к. не существует такого числа с во множестве N0, чтобы 
получить справедливое равенство с∙6=10). 
Определение. Числа, полученные в результате умножения числа а на 
любое натуральное число, или на число 0, называются кратными числами 
числу а. 
Более известно следующее определение. 
Определение. Число а N0 называется кратным числу b N0, b≠0, если а 
  
делится на b. 
Для каждого натурального числа а существует бесконечное множество 
кратных ему чисел: 0, а, 2а, 3а, . . ., na, . . . 
Теорема существования и единственности частного. 
Частное целого неотрицательного числа а на натуральное число b 
возможно тогда и только тогда, когда а кратно b. Причем, когда частное 
существует, то оно всегда единственно. 
Доказательство существования частного. 
1) Необходимость. Пусть ba . Докажем, что а кратно b. Поскольку ba , 
то существует такое число с N0, что имеет место равенство b∙c=a. Но из 
этого же равенства следует, что а кратно b. 
2) Достаточность. Пусть а кратно b. Докажем, что а делится на b. Из 
того, что а кратно b, следует: существует такое число с N0, что справедливо 
равенство а=b∙c (1). Но по определению частного из равенства (1) следует, 
что а делится на b. 
Таким образом, существование частного ba :  определяется кратностью 
делимого а делителю b. 
Единственность частного докажем методом от противного. Пусть при 
делении а на b существует два частных q1 и q2 (q1≠q2): 
a:b=q1и a:b=q2            
a=bq1 и a=bq2             
bq1 = bq2         или 
bq1 - bq2=0 
b(q1 - q2)=0 
Т.к. b≠0,  q1-q2=0  q1=q2. 
 
4.4.7. Связь деления с умножением 
1. Деление - операция не коммутативная: a:b≠b:a (12:3≠3:12) 
2. Деление - операция не ассоциативная: (a:b):c≠a:(b:c)
 ((12:6):2≠12:(6:2)) 
3. Любое целое неотрицательное число а делится на единицу a:1=a 
(т.к. а∙1=а) 
4. Любое натуральное число а делится само на себя а:а=1 (т.к. 
а∙1=а) 
5. Ноль делится на  натуральное число 0:а=0 (т.к. а∙0=0) 
6. Деление на ноль невозможно. Действительно, когда считать, что 
а:0=b, b≠0, то a∙b=а≠0 - не имеет места, когда Nba, . 
Если же а=0, то получим равенство 0:0=b, или b∙0=0, которая 
справедлива для любого числа b. Отсюда следует, что частным 0 на 0 может 
быть любое число, но такое деление не определено (поскольку выше было 
доказано, что частное одного числа на другое, когда существует, то всегда 
  
единственно), поэтому делить 0 на 0 также невозможно. 
7. Когда числа a и b N0 делятся на натуральное число с, то и сумма 
a+b и разность a-b (когда a b) делятся на это число с. 
Доказательство. Если a и b делятся на с, то это значит, что существуют 
такие числа m и k N0 , что а:с=m, b:c=k или а=m∙c, b=k∙c. 
Тогда а+b=m∙c+k∙c=(m+k)∙c, где m+k - натуральное число. Значит а+b 
делится на с и частное равно q=m+k, q N. 
Аналогично, a-b=cm-ck=c(m-k)=c∙n, n N. 
Значит a-b делится на с и частное равно m-k. 
8.  а) (a∙b):c=(a:c)∙b, если ca   (8а) 
 б) (a∙b):c=a∙(b:c), если cb   (8а) 
Чтобы разделить произведение двух чисел a и b на c, достаточно 
разделить на с один из множителей и полученное частное умножить на 
другой множитель. 
Доказательство. Докажем равенство а). 
Пусть (a∙b):c=х, тогда (1)  
a∙b=с∙х (1)' 
Число а можно записать в виде а=(a:c)∙c. Значение а подставим в 
равенство (1)': 
(a:c)∙c∙b=с∙х, откуда 
х=(a:c)∙b  (2) 
Из равенства (1) и (2) имеем (a∙b):c=(a:с)∙b. 
Другой способ доказательства.  
- (a∙b):c=(a∙с)∙b  (8а)  т.к. ca , то ( 0Nk ) (a=c∙k) подставим 
выражение c∙k в (8а) 
((c∙k)∙b):c=((c∙k):c)∙b; применим ассоциативный и коммутативный 
законы умножения: 
((k∙b)∙c):c=((c∙k):c)∙b, откуда k∙b=k∙b. 
- (a∙b):c=a∙(b:c)  (8б) 




9. a:(b∙c)= cba :):( ,  (9а) 
если ba и cba ):(  
a:(bc)=(a:c):b,   (9б) 
если ca  bca ):( . 
Чтобы разделить число а на произведение двух чисел b и c, достаточно 
а последовательно разделить на каждый множитель произведения b∙c по 
отдельности. 
  
Докажем: a:(b∙c)=(a:b):c  (9a). 
Обозначим х=a:(b∙c), откуда x∙(b∙c)=a  (x∙c)∙b=a. 
Поскольку a:b, то по определению частного x∙c=a:b. 
Аналогично: поскольку cba ):( , то x=(a:b):c. 
Докажем a:(b∙c)=(a:c):b  (9б) 
Обозначим x=a:(b∙c), далее x∙(b∙c)=a  (x∙b)∙c=a.  
Поскольку ca , то x∙b=a:c; 
Аналогично: поскольку cba ):( ,  то x=(a:c):b. 
10. a∙(b:c)=(a:c)∙b, если ca . 
Чтобы умножить число на частное двух чисел, достаточно это число 
разделить на делитель и полученное частное умножить на делимое. 
Доказательство. Обозначим: x=a∙(b:c). Умножим обе части этого 




x=(a∙b):c  по свойству (8) x=(a:c)∙b. 
11. а) a:(b:c)=(a:b)∙c или 
б) a:(b:c)=(a∙c):b 
Чтобы разделить число на частное двух чисел, достаточно это число 
разделить на делимое и полученное частное умножить на делитель, 
или 
данное число умножить на делитель и полученное произведение 
разделить на делимое. 
Докажем: a:(b:c)=(a:b)∙c  (11а) 
Обозначим  х=a:(b:c) 
 х∙(b:c)=a 
 (x∙(b:c))∙c=a∙c  
 x∙((b:c)∙c)=a∙c 
 x∙b=a∙c 
По свойству (8) имеем   x=(a:b)∙c. 
Докажем: a:(b:c)=(a∙c):b  (11б) 
Обозначим х=a:(b:c), далее: 
 х=a:(b:c)   
x∙(b:c)=a   
(x∙(b:c))∙c=a∙c   
x∙((b:c)∙c)=a∙c 
x∙b=a∙c. 
поскольку bca )( , то x=(a∙c):b. 
 
  
4.4.8. Определение операции деления целого отрицательного числа 
на натуральное с остатком 
Деление в выше рассмотренном смысле не всегда выполняется. Так, 
например, нельзя разделить 13 карандашей между четырьмя учениками(при 
делении каждый ученик получит по 3 карандаша и еще останется один 
карандаш). Поэтому ниже мы познакомимся с делением с остатком. 
Определение. Разделить целое неотрицательное число а на натуральное 
число  с остатком - это значит найти такие два целые неотрицательные числа 
q и r, то будет истинно отношение 
a=bq+r,  (1) 
где br0 . Число q будем называть неполным частным от деления а 
на b, а число r - остаток от деления. 
Когда остаток r=0, то говорят, что число а делится на b без остатка, или 
просто "а делится на b". 
Теорема. О существовании и единственности и частного и остатка. 
Для любого целого неотрицательного числа а и натурального числа b 
существуют и при этом единственные числа q и r такие, что 
a=bq+r, br0 , 
0, Nrq   (2) 
Доказательство существования равенства (2). Рассмотрим случаи: 
1. Пусть ba , тогда будем иметь a=b∙0+a; 
q=0, r=a удовлетворяют равенству (2), причем bar0 . 
2. Если a=b, то равенство (2) примет вид a=b∙1+0; 
q=1, r=0, br0 . Равенство (2) выполняется. 
3. Пусть ba . Запишем последовательность чисел кратных числу b: 
0∙b, 1∙b, 2∙b, … , q∙b, (q+1)∙b, (q+2)∙b, …  (рис. 4) 
 
 
bq        a       b(q+1)       b(q+2) 
        рис. 4 
 
Эту последовательность можно рассмотреть как подмножество 
множества N0. Среди чисел последовательности есть числа больше а и 
меньше а. 
Пусть наименьшее число, кратное и большее а, будет число b(q+1), т.е. 
b(q+1)>а, поэтому предшествующим ему числом, кратным b, является число 
bq, причем оно не больше а, другими словами: bq=а или bq<a. Если bq=а, то 
можно записать а=bq+0, т.е. равенство (2) существует, r=0. Теорема доказана. 
Если а не кратно b, то имеем bq<a<b(q+1) или bq<a<bq+b, откуда 
bbqa0 .  
Поскольку a>bq, то разность a-bq>0 и она существует. Обозначим ее 
  
через r: a-bq=r, откуда a=bq+r, при этом 0<r<b. 
Таким образом, когда а не кратно b, то существует частное q и остаток 
r, для которых выполняется равенство  
a=bq+r и br0 . 
Докажем единственность равенства (2) методом от противного. 
Пусть при делении а на b кроме частного q и остатка r существует еще 
одно частное q1 и остаток r1, т.е. имеет место равенство   
a=bq1+r1, br10    (2') 
Для уточнения 1rr . Таким образом имеем два равенства a=bq+r и 
a=bq1+r1, откуда  bq+r=bq1+r1, 
  b(q-q1)=r1-r. 
Левая часть последнего равенства делится на b, а значит и правая часть 
должна делиться на b. Но разность r1-r не делится на b, т.к. br1  и тем более 
r1-r<b. 
Полученное противоречие возникло из неправильного допущения, что 
r1≠r. Значит, r1=r и тогда b(q-q1)=0, b≠0  q-q1=0  q=q1. 
Таким образом, доказано, что частное q и остаток r единственны при 
делении а на b. 
Пример 4. Какой остаток при делении на 7 дадут числа 3, 4, 7, 33, 198, 
330? 
Решение: По определению деления с остатком: 
3=7∙0+3;  7=7∙1+0;  198=7∙28+2; 
4=7∙0+4;  33=7∙4+5;  330=7∙47+1. 
Ответ: 3, 4, 0, 5, 2, 1. 
 
Пример 5. По делимому а=371 и неполному частному q=14. Найти 
делитель b и остаток r. 
Решение: 371=14b+r, откуда b=26, r=7. 
 
Ответ: b=26, r=7. 
 
Пример 6. Известно, что при делении чисел x, y, z на 6 получились 
остатки 2, 3, 5 соответственно. Какой остаток при делении на 6 даст: 
а) сумма x+y+z; 
б) произведение y∙z? 
Решение. По определению деления с остатком q1,q2,q3 N0 такие, что 
x=6q1+2, y=6q2+3, z=6q3+5.  
  
а)
 zyx = 5)(6q3)(6q2)(6q 321 = 106q6q6q 321 = 4)1qqq6(
Nq
321   
= 
= 46q , 4r ; 
б)
 yz= 5)3)(6q(6q 32 = 1530q18q q36q 2332 = 3)25q3q q6q6(
Nq
2332   
= 36q , 
3r . 
Ответ: 3; 4. 
 
Пример 7. Доказать, что  когда целые неотрицательные числа a и b при 
делении на 5 дают остатки соответственно 2 и 3, то сумма (a+b)5. 
Доказательство. При олпределении деления с остатком q1,q2 N0 







Пример 8. Найти наибольшее трехзначное число, которое при делении 
с остатком на 23 дает неполное частное 14. 
Решение. Для ответа на вопрос используем формулу деления числа а на 
b с остатком (a=bq+r). 
Найдем произведение делителя и частного 
bq = 23∙14 = 322. 
Наибольший остаток r при делении искомого числа на 14 будет 13. 
Таким образом, искомое число 322+13=335. 
Ответ: 335. 
Тема 5. Целые неотрицательные числа: системы счисления 
5.1. Системы счисления 
5.1.1. Понятие системы счисления 
Система счисления называется язык (совокупность приемов) для 
записи чисел, их названий и выполнения действий над ними. 
Понятие числа возникло в глубокой древности и тогда же возникла 
необходимость записи чисел. До возникновения письменности люди считали 
с помощью пальцев, палочек, камней, узлов на веревке и т.д. Но известно, 
что такой способ счета был неудобен, особенно когда необходимо было 
иметь дело с большими числами, их сравнения и действия над ними. 
Поэтому возникла необходимость в более точных способах счета. Его 
начали вести группами сложенных из одинакового количества элементов. 
Целую группу предметов (палочек, черточек, камней…) начали называть 
одним словом и обозначать одним знаком. 
  
Этому содействовало развитие счета с помощью пальцев рук и ног. 
Переход человека к пальцевому и другому погрупповому счету привело к 
построению разных систем счисления: двоичной, пятеричной, восьмеричной, 
10-ричной, 60-ричной и др. Самая первая система была двоичная, когда 
человек считал при помощи рук. Следы этой системы счисления сохранились 
и до сегодняшних дней. И теперь часто считают парами. 
5.1.2. Позиционные и непозиционные системы счисления  
Все системы счисления на основе записи чисел делятся на 
позиционные и непозиционные. 
1. В непозиционной системе счисления каждый знак из совокупности 
знаков данной системы всегда означает одно и тоже число независимо от 
места, которое оно занимает в записи данного числа. 
Известная в наше время непозиционная система счисления римская. В 
ней для записи чисел используются следующие знаки-числа 
I V X L C D M 
1 5 10 50 100 500 100
0 
Чтобы записать число в римской системе счисления, его необходимо 
разложить на сумму тысяч, полтысяч, сотен, полсотен, десятков, пятерок и 
единиц. Например, число 2367 в римской системе счисления запишется в 
виде MMCCСLXVII. 
В начале в римской системе счисления цифры записывались в порядке 
уменьшения их значения (слева направо). Потом,  чтобы уменьшить 
количество знаков для записи числа, были приняты некоторые уточнения: 
когда перед цифрой с большим значением стоит цифра с меньшим значением 
то это меньшее  число необходимо отнять от большего. Например, число 4 
стали писать IV вместо IIII, число 9 - IX вместо VIIII, 1994 записывают как 
MCMXCIV. 
Заметим, что уточненная римская система остается непозиционной 
(каждая цифра означает одно и тоже число). В рассмотренной римской 
системе, как, в общем, в любой другой непозиционной системе, неудобно 
записывать большие числа и выполнять арифметические действия над ними. 
В наше время римская система счисления большого практического 
применения не имеет и употребляется только для нумерации разделов и 
параграфов в книгах, обозначений номеров томов книг, месяцев, года, 
классов и т.д. 
2. В позиционной системе счисления один и тот же знак-цифра может 
означать разные числа, в зависимости от места (позиции), которое оно 
занимает в записи данного числа. Например, в числе 28381 первая цифра 8 
показывает количество тысяч, а вторая - десятков, а в числе 28 восьмерка 
  
показывает количество единиц. 
Теперь всеми принята десятичная система счисления. Современная 
десятичная система счисления была создана в Индии в VI веке (хотя 
первоначально ее разработал древнегреческий ученый Архимед в III в. до 
н.э.). С помощью этой системы можно было записывать очень большие 
числа. Потом система была заимствована арабами и в XII веке от арабских 
стран перешла в Европу, где к XVI в. была распространена всюду. 
Для записи любого числа в этой системе счисления используется, как 
известно, только десть цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Всякое натуральное 
число в десятичной системе счисления можно записать в виде суммы 













n   (1) 
Число а можно записать и так: 
01221 ... aaaaaaa nnn . 
Черта сверху показывает отличие записи числа а от произведения 
чисел an, an-1, an-2, …, a2, a1, a0. Когда вместо букв пишутся цифры, то черта 
сверху не ставится. 
Пример, 423071=4∙105+2∙104+3∙103+7∙10+1. 
В позиционной системе счисления числа разбиваются на классы, а 
каждый класс на три разряда, которые считаются справа налево. Каждая 
цифра числа обозначает количество единиц того разряда, в котором она 
стоит (единица каждого следующего разряда в 10 раз больше единиц 
предыдущего). Соответствующие названия имеют следующие разрядные 
единицы: 
1 - единица 
10
1
 - десяток 
10
2
 - сотня 
10
3
 - тысяча 
10
6
 - миллион 
10
9
 - миллиард 
10
12
 - триллион 
10
15
 - квадриллион 
10
18
 - квинтильон  
10
21
 - секстильон 
Числа, меньше 1000, принято называть числами I класса; 
числа, больше 103, но меньше 106-1 - числами II класса; 
числа, больше 106, но меньше 109-1 - числами III класса и т.д. 
Обычно на практике имеют дело с числами, не большими - 1012. 
Существуют (и ранее ими пользовались) позиционные системы с основанием 
счета, отличным от 10. 
  
В древнем Вавилоне использовалась 60-ричная система счисления, на 
Ближнем Востоке - 12-ричная система счисления, в некоторых Африканских 
племенах и в Китае - 5-ричная система счисления. Следы этих систем 
сохранились до сегодняшних дней: час делят на 60 минут, а минуту - на 60 
секунд; дюжина (12) - дюжинами обычно считают ложки, тарелки, кресла в 
актовом зале и т.д. 
Все позиционные системы счисления имеют одинаковую структуру. 
1. Для записи чисел используют такое количество цифр, которое 
определяется числом основы системы счисления. Так, в 10-ричной системе 
счисления для записи чисел используют 10 знаков (цифр): 0, 1, 2, …, 9; 
в 2-ичной - 2 цифры: 0, 1; 
в 3-ичной - 3 цифры: 0, 1, 2; 
в 6-ичной - 6 цифры: 0, 1, 2, 3, 4, 5; 
в 16-ичной - 16 цифры: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, A16, B16, C16, D16. 
2. Каждая цифра означает разные числа в зависимости от места 
















В общем виде число а в системе счисления с основанием h можно 









n  или )(0121... hnn aaaaaa , 
где, 012,1 ,,...,, aaaaa nn  - цифры числа а. 








n  - 
запись натурального числа в 5-ичной системе счисления. 
Возникает вопрос, возможна ли запись любого натурального числа в 
системе счисления с основанием h, где h N (и h>1). Ответ на этот вопрос 
дает следующая теорема. 
Теорема 1. Всякое натуральное число а может быть записано, причем 














где h N, h>1, an≠0, ai N (i=0, 1, 2, …, n). 
Доказательство. Если a<h, h - однозначное число и для его записи 
используется одна цифра а. 
Ели a>h, то разделим a на h с остатком: 00 ahqa ,   (3) 
где a0<h, и когда q0<h, то, обозначив q0=a1, получим )(0101 haaahaa  - 
теорема доказана. 
Если q0 h, то разделим q0 на h: 11 ahqq , где a1<h. 




1011 )( ahahqahahqq ,      (4) 
если q1<h, то обозначим q1 = а2 и получим )(01201
2
2 h
aaaahahaa  - 
теорема доказана. 
Далее поступим аналогично: 
если q1 h, то разделим q1 на h, получим 221 ahqq . Подставим q1 в (4): 
01
2





aaaaahahaha  и 
т.д. 
Данный процесс не может быть бесконечным, т.к. последовательность 
чисел q0, q1, q2, … - убывающая и на некотором n-ом шаге будет иметь:       qn-









n  или )(0121 ... hnn aaaaaa . 
Однозначность записи числа а в виде равенства (2) следует из теоремы 
о единственности частного и остатка при делении с остатком. 
Пример 1. При каком основании системы счисления h выполняется 
равенство: а) 101n=3710, б) 312h+213h=14010? 
Решение.  
а) По теореме 1:  101h=h
2
+0∙h+1=h2+1, поэтому 
   h
2
+1=37 
   h
2
=36 
   h1=-6 - не натуральное число 
   h2=6 
       Ответ: h=6. 



















h ,  
h1=5 
h2=-5,4 N 
       Ответ: h1=5. 
Пример 2. Найти двузначное натуральное число, в котором сумма цифр 
равна 5, и такое, что когда в нем увеличить количество десятков и единиц на 
3, то получится число, на 1 большее удвоенного искомого. 
Решение. Обозначим через х число десятков в искомом числе. 
   Искомое число  Другое число  
Десятки   х    х+3 
Единицы  5-х    8-х 
Число   10х+(5-х)=9х+5  10(х+3)+(8-х)=9х+38 
  
Уравнение 2(9х+5)+1=9х+38 
Корень уравнение х=3 - количество десятков в искомом числе, 
количество единиц 5-3=2, а число = 32. 
Отчет: 32 
Пример 3. Найти двузначное натуральное число, которое при делении 
на сумму своих цифр дает делимое 7 и остаток 6, а при делении на 
произведение цифр - делимое 5 и остаток 2. 
Решение. Обозначим х - число десятков, у - число единиц в искомом 
числе, тогда само число запишется в виде yxxy 10 , сумма его цифр х+у, а 





































5.1.3. Переход от записи чисел в одной системе счисления к записи 
в другой 
1. Переход от записи чисел в десятичной системе счисления к их 
записи в системе счисления с основанием h≠10. 
Теоретической основой перехода от десятичной в другую систему 
счисления является выше рассмотренная теорема о записи всякого числа в 
заданной системе счисления, а процесс доказательства теоремы дает общий 
алгоритм этого перехода. Рассмотрим на примере. 
Пример 4. Число 1876, заданное в десятичной системе счисления, 
записать в восьмеричной системе счисления. 
Решение. Во-первых, необходимо определить, сколько единиц второго 
разряда в новой системе счисления получается в данном числе (определить, 
сколько в нем восьмерок).Для этого разделим 1876 на 8: 
1876=8∙234+4, получим 4 единицы первого разряда и 234 единиц 
второго. Далее выявляется, сколько единиц третьего разряда получается в 
полученном частном и т.д. 




На практике деление обычно выполняется в виде цепочки деления в 
"столбик". 
 
Таким образом, чтобы число, записанное в десятичной системе 
счисления, записать в новой системе счисления, необходимо данное число 
разделить на основание новой системы, полученное частное опять делить на 
основание новой системы и т.д. до тех пор, пока не получится частное, 
меньшее основания новой системы. 
Тогда последнее частное и все остатки, начиная с последнего, будут 
разрядными единицами данного числа, записанного в новой системе 
счисления. 
Заметим, что если основание системы счисления равно 10, то ее не 
указывают в записи числа: вместо 34710 пишут 347; когда же число записано 
в системе счисления с основанием ≠10, то необходимо обозначить ее 
основание. 
Пример 5. Записать число 145 в троичной системе счисления. 
Решение. Выполним деление на 3 с остатком: 
 
Согласно выше сформулированному правилу, получим: 145=121013. 
Заметим, что чем меньше основание системы счисления, тем больше 
цифр в записи данного числа. 
 
2. Переход от записи чисел в системе счисления с основанием ≠10 к 
их записи в десятичной системе счисления 
Ранее было доказано, сто всякое целое число а можно записать в 










Чтобы перейти к записи числа а в десятичной системе счисления, 
необходимо основание h и цифры числа а записать в десятичной системе. 
Например. 
1) 24378 = 2∙8
3+4∙82+3∙81+7 = 82∙(2∙8+4)+24+7 = 64∙20+31 = 1280+31 = 
1311; 
  
24378 = 1311. 
2) 304256 = 3∙6
4+0∙63+4∙62+2∙6+5 = 3888+144+17 = 4049; 
304256 = 4049. 
 
Существует и другой способ перевода числа из недесятичной систем 
счисления в 10-ичную. Он заключается в последовательном переводе единиц 
бывшего разряда в единицы низшего разряда. 
При переводе чисел последним способом делают так: 
единицы высшего разряда умножают на основание системы счисления 
h и к полученному произведению добавляют единицы предшествующего 
разряда - получается количество единиц предшествующего разряда. 
Полученную сумму опять умножают на основание системы счисления и к 
полученному произведению добавляют единицы предшествующего разряда и 
т.д.  до тех пор, пока не прибавят единицы первого разряда. Поскольку все 
вычисления выполняются в 10-ой системе счисления (основание h также 
записывается в 10-ой системе счисления), то полученное число будет 
представлять собой данное число, записанное в 10-ой системе счисления. 
Пример 6. Записать числа а) 47538, б) )11(47 1012 AA  в 10-ой системе 
счисления. 
Решение.  
а)      б) 
   
 
Ответ: а) 47538 = 2539; б) 1247A  = 1639. 
 
3. Переход от записи чисел в одной недесятичной системе 
счисления к записи в другой недесятичной системе счисления 
Указанный переход можно производить по тем же правилам, что и при 
переходе от недесятичной системы счисления к десятичной. 
Но на практике этом способом обычно не пользуются, потому, что в 
таком случае все вычисления пришлось бы выполнять в непривычной 
недесятичной системе счисления (необходимо знать таблицы сложения и 
умножения в конкретной системе счисления). 
Как правило, чтобы число, заданное в одной недесятичной системе 
счисления, записать в другой недесятичной системе счисления, поступают 
следующих образом: число, записанное в системе счисления с основанием h, 
  
записывают в десятичной системе счисления, а потом (с десятичной) 
переходят к записи числа в системе счисления с требуемым основанием q. 
Пример 7. Записать число 1345 в двоичной системе счисления. 
Решение. Запишем данное число в десятичной системе счисления. 
1345 = 1∙5
2+3∙5+4 = 25+15+4 = 44; 
теперь число 44 запишем в двоичной системе счисления. 
 44 = 1011002 






5.3. Использование двоичной и восьмеричной систем в ЭВМ 
В повседневной жизни люди используют десятичную систему 
счисления. Но в ЭВМ широко используется двоичная и восьмеричная 
системы счисления. 
Как уже отмечалось, чем меньше основание h системы счисления, тем 
больше знаков необходимо для записи данного числа и тем длиннее будет 
его запись. 
Например, двузначное число 89, записанное в десятичной системе 
счисления запишется с помощью семи двузначных разрядов: 89=10110012. 
Но двоичная система, невыгодная при ручных практических расчетах, 
оказалась очень удобной при использовании в современных ЭВМ, на 
которые теперь переложена большая часть трудоемкой умственной работы 
человека при решении им сложных математических задач, которые 
приходится решать в современной науке, технике и производстве. Это 
объясняется тем, что в ЭВМ каждое число должно обозначаться при помощи 
некоторого специального устройства, а при использовании десятичной 
системы счисления необходимо было бы 10 таких специальных устройств, 
что значительно усложнило бы конструкцию, и без того сложных ЭВМ. 
Двоичная система записи чисел состоит всего из двух знаков цифр: 0 и 1. 
Известно, что для электронно-механических и электронных элементов 
характерно присутствие двух устойчивых положений - реле может 
пропускать либо не пропускать электрический ток. Одно из таких положений 
  
(ток проходит) принимается за "1", а другое (тока нет) - за "0". Таким 
образом, для современных ЭВМ наиболее удобной системой счисления 
является двоичная. 
Что касается неудобных записей чисел в двоичной системе счисления, 
то для ЭВМ, работающих на больших скоростях, это не имеет существенного 
значения. Кроме того, удобство двоичной системы счисления для ЭВМ 
заключается в простоте использования арифметических действий (в этом мы 
убедимся позже). 
Для записи программ решения задач на ЭВМ обычно используют 
восьмеричную систему счисления., поскольку записывать числа в двоичной 
системе счисления при ручном программировании неудобно (длинная 
запись, вероятность большого количества ошибок). Поэтому возникла задача 
- записывать программу в такой системе, в которой легко автоматически 
осуществлять перевод в двоичную систему. Такой системой оказалась 
восьмеричная. 
Для перевода числа, записанного в восьмеричной системе счисления, в 
двоичную, достаточно каждую цифру данного числа заменить тремя 
соответствующими цифрами двоичной системы (триадой). Построим 





















Например, 35428 = 0111011000102. 
Наоборот, чтобы перевести число с 2-ой системы счисления в 8-ичную, 
достаточно данное число разбить на триады справа налево (последняя может 
быть неполной) и тогда каждую триаду заменить соответствующей цифрой 
системы счисления. 
Например, 101101001012 = 26458. 
На практике двоичной системой при составлении компьютерных 
программ пользуются редко. Обычно с десятичной системы переводят в 




5.4. Операции над целыми неотрицательными числами в 10-ой и 
других позиционных системах счисления 
Арифметические действия в произвольной позиционной системе 
счисления с основанием h≠0 выполняется по тем же правилам, что и в 10-ой 
  
системе счисления, поскольку всякая позиционная система с основанием 
h≠10 принципиально ничем не отличается от 10-ой системы счисления. 
Сложение чисел 
Сложение чисел в любой системе счисления сводится к сложению 
однозначных чисел, которое дается в таблицах сложения для данной системы 
счисления. При сложении чисел складываются цифры соответствующих 
разрядов, начиная с первого. Когда в данном разряде получается сумма, 
которая не помещается в нем, то полученное превышение полных "десятков" 
переносится в следующий разряд, а остаток остается в данном разряде и т.д. 
























Такой прием сложения используется только в теоретическом плане. На 
практике для удобства слагаемые записываются в столбик так, чтобы 
единицы одинаковых разрядов стояли в одном столбике, и производят 
сложение. 
Остановимся более подробно на двоичной и восьмеричной системах 
счисления. 
Двоичная система счисления (h=2). 
В этой системе используются только две цифры: 0 и 1. Любое 










где 0ia  или .1ia  Запишем первый десяток однозначных чисел 
десятичной системы счисления в двоичную систему: 
010 = 02 
110 = 12 
210 = 102, т.к. 2 = 1∙2 + 0 
310 = 112, т.к. 3 = 1∙2 + 1 
410 = 1002, т.к. 4 = 1∙2
2
 + 0∙2 + 0 
510 = 1012 
610 = 1102 
710 = 1112 
810 = 10002 
910 = 10012 … 
Составим таблицу сложения в двоичной системе счисления: 
+ 0 1 




Восьмеричная система счисления (h=8). 
В этой системе используется восемь цифр: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. 
Запишем первый десяток однозначных чисел десятичной системы 
счисления в восьмеричной 
010 = 08 
110 = 18 
210 = 28 
310 = 38 
410 = 48 
510 = 58 
610 = 68 
710 = 78 
810 = 108 
910 = 118 
 
Составим таблицу сложения в восьмеричной системе счисления 
 
+ 0 1 2 3 4 5 6 7 
0 0 1 2 3 4 5 6 7 
1 1 2 3 4 5 6 7 1
0 























































Примеры сложения чисел 
1.   2.   3.   4. 
  
      
Таким образом, можно сформулировать алгоритм сложения чисел в 
произвольной позиционной системе счисления: 
1) записать второе слагаемое под первым так, чтобы соответствующие 
разряды были записаны один под другим; 
2) сложить цифры 1-го разряда, при этом: 
- если их сумма меньше числа h, то записать ее в этот разряд и перейти 
к следующему; 
- если их сумма больше (или равна) числа h, то единицу прибавить к 
цифре единиц 2-го разряда первого слагаемого, и в первом разряде записать 
разность между полученной суммой единиц 1-го разряда и h, после этого 
сложить единицы 2-го разряда; 
3) повторить те же операции с единицами всех следующих разрядов, 
включая старшие. 
Разность чисел 
Рассмотрим два числа с одинаковым количеством знаков в системе 






















Таким образом, вычитание одного числа от другого сводится к 
вычитанию единиц соответствующих разрядов и основывается на таблице 
сложения (вычитания). 
На практике вычитаемое подписывается под уменьшаемым так, что 
цифры одинаковых разрядов стоят в одном столбце, и выполняется 
вычитание цифр вычитаемого от цифр уменьшаемого. Если вычитание чисел 
невозможно в каком-нибудь разряде, тогда отнимается одна единица 
следующего (высшего) разряда и к единицам данного разряда уменьшаемого 
добавляется число h - основание системы счисления, а затем выполняется 
вычитание единиц данного разряда. 
Примеры вычитания чисел. 
1.   2.   3. 
     
Умножение чисел 
Умножение многозначных чисел в любой системе счисления, как и в 
десятичной, основано на умножении однозначных чисел с использованием 
  
таблиц умножения в данной системе счисления с последующим сложением 
полученных неполных произведений. 
Составим таблицы умножения в двоичной и восьмеричной системах 
счисления. 
Таблица умножения в 2-ой системе счисления. 
 0 1 
0 0 0 
1 0 1 
Как видно, таблица умножения в 2-ой системе счисления фактически 
составляется из одной строки 1 1=1, поскольку умножение на 0 во всякой 
системе счисления дает 0, а умножение на 1 не меняет числа. Поэтому 
умножение многозначных чисел в двоичной системе счисления фактически 
сводится к сдвигу (влево) и сложения - это свойство дает возможность 
удобно использовать двоичную систему счисления в ЭВМ. 
Таблица умножения в 8-ой системе счисления. 
 0 1 2 3 4 5 6 7 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 
1 0 1 2 3 4 5 6 7 




































































1.   2. 




Деление - операция, обратная умножению. В основе деления 
многозначных чисел в любой системе счисления лежит операция деления с 
остатком и свойства деления с опорой на таблицу умножения (она же и 
таблица деления). 





1.    2.   3. 
     
 
 
Пример 9. В примере 131025+13315∙245-230435:4035 необходимо: 
1) выполнить действия в 5-ой системе счисления; 
2) каждое число перевести в 10-ую систему счисления и выполнить 
действия в 10-ой системе счисления; 
3) перевести ответ с 10-ой системы счисления и сравнить с 
результатом. 
Решение:  
1) Для решения в 5-ой системе счисления сначала составим таблицы 
сложения и умножения: 
   
1)   2)   3)   4) 
      
 
2)  131025 = 1∙5
4+3∙53+1∙52+0∙5+2 = 102710 
 13315 = 1∙5
3+3∙52+3∙5+1 = 21610 
  
 245 = 2∙5+4 = 1410 
 230435 = 2∙5
4+3∙53+4∙5+3 = 164810 
4035 = 4∙5
2
+3 = 10310 
 
       
 
  403510 = 1121205 
Ответы совпали.  
 
Тема 6. Делимость натуральных чисел 
6.1. Отношение делимости на множестве целых неотрицательных 
чисел 
6.1.1. Отношение делимости не множестве натуральных чисел, его 
свойства 
В этом параграфе будут рассматриваться важные свойства целых 
неотрицательных чисел, которые имеют место при их делимости. Известно, 
что число 
0Na  делится на число Nb  (без остатка) тогда и только тогда, 
когда существует число 
0Nc  такое, что bca . 
Когда число а делится на число b без остатка, то говорят, что числа а и 
b находятся в отношении делимости и пишут ba  (эта запись еще читается: "а 
делится на b" в отличии от записи а:b - а разделить на b). При этом число а 
называется делимым, а число b - делителем числа а. Необходимо отличать 
знак ":" от знака "". Когда деление а на b выполняется фактически, то 
используется знак ":", а когда говорят о делимости (не выполняя ее), то 
употребляется знак "". В дальнейшем для краткости вместо слов "целое 
неотрицательное число" будем писать просто слово "число". 
Например, 35 делится на 5, потому, что существует такое число 7, что 
35=5∙7. Число 5 - делитель числа 35, а 35 - делимое. 
Определение. Четным числом называется целое неотрицательное 
число, которое делится на 2, нечетным числом - целое неотрицательное 
  
число, которое не делится на 2. 
Из определения следует: 
- формула четного числа: Nnn,2 ; 
- формула нечетного числа: 
0,12 Nnn  или 0,12 Nnn . 
Пример 1. Доказать, что: 
1) произведение двух последовательных натуральных чисел делится на 
2; 
2) произведение трех последовательных натуральных чисел делится на 
3; 
3) при Nn  значение выражения nnn 23 23  делится на 2 и на 3. 
Доказательство:  
1) Обозначим два последовательных натуральных числа через а и а+1, 
тогда их произведение равно а(а+1). 
Если 2a  kaNk 20 , то pkkkkaa
Np
2))12((2)1)2)((2()1(  , 22 p . 
Когда а не делится на 2 (значит а делится на 2 с остатком 1), то 
существует 120 qaNk , тогда )1(aa = )22)(12( qq = ))1(2)(12( qq = 
=   
mP
qq ))1)(12((2 = p2 , 2p2 
2) Пусть даны три последовательных натуральных числа а, а+1, а+2, их 
произведение равно а(а+1)(а+2). 
Если 3a  kaNk 30 , то )2)(1( aaa = )23)(13)(3( kkk = 
=   
Np
kkk ))23)(13((3 = p3 , 33 p . 
Если 3a  (значит а делится на 3 с остатком 1 или 2), то возможны два 
случая: 
1  
0Nq  13qa , тогда )2)(1( aaa = )33)(23)(13( qqq = 
=   
Np
qqq ))1)(23)(13((3 = p3 , 33 p ; 
2  0Nq  23qa , тогда )2)(1( aaa = )43)(33)(23( qqq = 
=   
Np
qqq ))43)(1)(23((3 = p3 , 33 p . 






Получим произведение трех последовательных чисел, которое по 
доказанному выше делится на 3. Кроме того, это произведение делится на 2, 
поскольку )1(nn  (или )2)(1( nn ) - произведение двух последовательных 
натуральных чисел. 
 
Основные свойства отношения делимости 
  
Теорема 1. Если " ba " и 0a , то ba . 
Доказательство: По условию ba , это значит, что 0Nc , что bca . 
Поскольку 0a , то 1c . Рассмотрим разность 0)1(cbbbcba , т.е. 
0ba , откуда ba . 
Теорема 2. Отношение делимости на множестве 
0N  является 
рефлексивным, антисимметричным и транзитивным. 
Доказательство. а) рефлексивность ))(( aaNa  . Действительно, любое 
число делится само на себя )( aa , т.к. существует число 1, для которого имеет 
место равенство 1aa . 
б) антисимметричность )())())((,( abbabaNba  . 
Пусть а делится на b, тогда (по условию существования частного) ba .  
(*) 
Когда принять, что b делится на а, то получим ab .        
(**) 
Отношение (*) и (**) действительны в том и только том случае, когда 
ba , но это противоречит определению антисимметричности. Значит, когда 
ba , то )( ab . 
в) Транзитивность )()())(,,( cacbbaNcba  : 
если ba , то 1bka ; 
если cb , то 2ckb ; где Nkk 21, . Тогда ckkckbka 121 . 
Запись cka  означает, что ca . 
Таким образом, отношение делимости рефлексивно, антисимметрично, 
транзитивно, т.е. является отношением нестрогого порядка. 
 
6.1.2. Делимость суммы, разности и произведения 
Теорема 3. (о делимости суммы). Когда каждое слагаемое суммы 
делится на натуральное число с, то и сумма делится на это число. Другими 
словами: 
когда cacaca n  ,...,, 21 , то caaa n )...( 21 . 
Доказательство теоремы проведем для двух слагаемых. 
Пусть а делится на с и b делится на с, т.е. существуют такие 1k  и Nk2 , 
что 1cka  и 2ckb . Рассмотрим сумму kcckkckckba )( 2121 , где 
Nkkk 21 . 
Таким образом, kcba , т.е. сумма ba  делится на с. 
Пример 1. 8)167232(  , т.к. 832 , 872 , 816 . 
Отметим, что обратная теорема недействительна: 
3)75(  , но ни 5, ни 7 на 3 не делится. 
Пример 2. Доказать, что всякое четырехзначное натуральное число 
вида 77aa  делится на 11. 
Доказательство. Запишем данное число в следующем виде: 
  
aaaaa 11070077101010777 23 . 
Поскольку 117007  и 11110 a , то по теореме о делимости суммы 
11)1107007( a , это значит, что 
})9,8,7,6,5,4,3,2,1,0{( a  )1177( aa . 
Что можно сказать, если одно слагаемое делится на данное число, а все 
остальные не делятся? Ответ дает следующая теорема. 
Теорема 4. Если одно слагаемое суммы не делится на данное число с, а 
все остальные слагаемые делятся на это число, то сумма не делится на это 
число. 
Доказательство: Пусть в сумме 
nn aaaaaa 1321 ...  слагаемые 








. . . . . . .  
cka nn 11 , где 1321 ,...,,, nkkkk  - натуральные числа. 
По условию  
na  не делится на с. Выполним деление na  на с с остатком: 
rqcan , cr0 , 0r . 
Далее имеет: 
rqcckckckcka n 1321 ... = rkcrqkkkk n )...( 1321 ,  
где Nkqkkkk n 1321 ... , поскольку Nkkkk n 1321 ,...,,, , 0Nq . Из 
полученного равенства rqca , где 0r , следует, что сумма 
nn aaaaaa 1321 ...  не делится на с. 
Теорема 5. (о делении разности). Если уменьшаемое а и вычитаемое b 
делится на данное число с и ba , то и разность )( ba  делится на с. 
Доказательство. Пусть а и b делятся на с, тогда Nkk 21,  такие, что 
cka 1 , ckb 2 . 
Рассмотрим разность ckkckckba )( 2121 . Всегда ли число )( 21 kk  
будет целым неотрицательным? Поскольку по условию ba , то ckck 21 , 
021 ckck , 00)( 2121 kkckk .  
Обозначим 021 Nkkk , таким образом, kcba , это значит что ba  
делится на с. 
Обратная теорема места не имеет. Например, числа 30 и 18 не делятся 
на 4, а их разность 30-18=12 на 4 делится. 
Теорема 6. (о делимости произведения). Когда хотя бы один из 
множителей произведения делится на это число, то и произведение делится 
на это число. 
Доказательство. Пусть в произведении двух множителей ab один из 
множителей, например а, делится на с: 
  
cka ; Nkc,    (*) 
Умножим обе части равенства (*) на b: 
cmbkcbckab )()( ,  
где Nm . Из равенства cmab  и следует, что ab делится на с. 
Обратная теорема не имеет места. Например, произведение чисел 8 и 9 
(=72) делится на 6, но ни 8 ни 9 не делится на 6. Таким образом, делимость 
одного из множителей на данное число является достаточным, но не 
необходимым условием делимости произведения на это число. Другими 
словами: из делимости произведения на некоторое число не следует 
делимость хотя бы одного из множителей на указанное число. 
Заметим, что когда ни один из множителей произведения не делится на 
данное число, то про делимость произведения на это число ничего точного 
сказать нельзя, поскольку в одном случае произведение может делиться 
( 10:8 , 10:5 , 104058  ), а в другом - нет. 
Пример 3. Доказать методом математической индукции 
1. 413 12 nNn ;  2. 4376 122 nnNn . 
Доказательство. 
1. Обозначим )(nA : " 4)13( 12 n ". 
1) Проверим истинность )1(A :  )1(A : " 413 112  " - "и", т.к. 
742813 112 . 
2) Докажем )1()( kAkA . Допустим, что высказывание )(kA : 
" 413 12 k " - истинно, и докажем истинность высказывания: 
)1(kA : " 413 1)1(2 k ". 














Оба положения метода математической индукции выполняются, 
поэтому 4)13( 12 n , при Nn . 
2. Обозначим )(nA : " 43)76( 122 nn ". 
1) )1(A : проверим истинность утверждения )(nA  при n=1. 
В этом случае 134359976 33 , т.е. 4376 33  . 
2) )1()( kAkA . Допустим, что высказывание )(kA : " 43)76( 122 kk " - 
истинно, и докажем истинность высказывания  
)1(kA : " 43)76( 322 kk ". 
На самом деле:  
323 76 kk = 122 74966 kk = 122 7)148(6)15( kk =
122122 74865)76( kkkk == 12122122 743)76(5)76( kkkkk . 
Естественно, что в последующей сумме: 
слагаемое 122 76 kk  делится на 43 по допущению, 
  
слагаемое )76(5 122 kk  делится на 43 по допущению и по теореме 6, 
слагаемое 12743 k  делится на 43 по теореме 6. 
Поэтому по теореме о делимости суммы вся сумма будет делиться на 
43. 
Оба положения метода математической индукции выполнены, поэтому 
43)76( 122 nn  при Nn . 
Теорема 7. Когда в произведении ab двух множителей один делится на 
с, а другой - на d, то произведение ab делится на произведение cd. 
Доказательство: Пусть ca , db , т.е. cka 1 , dkb 2 , Nkk 21, . 
Тогда )())(())(( 2121 cdkcdkkdkckab , Nk . 
Из равенства )(cdkab , следует, что ab делится на cd. 
 
Замечание. Доказанная теорема выполняется и для n множителей. 
Пример 4. Число 28 делится на 4, 30 делится на 5, поэтому 
произведение 28∙30=840 делится на произведение 4∙5=20; 840:20=42. 
Пример 5. Доказать: )( Nn  )6))1)(2((( 223 nnn . 
Доказательство. Заметим, что 6=2∙3. Преобразуем выражение: 
)1)(2( 223 nnn = )1)(1)(2(2 nnnn =   
ba
nnnnn ))2)(1(())1(( =ab . 
В произведении ab: 
- множитель 2a  (как произведение двух последовательных 
натуральных чисел), 
- множитель 3b  (как произведение трех последовательных 
натуральных числе), 
поэтому произведение )1)(2( 223 nnnab  делится на произведение 
2∙3=6, или 6))1)(2(( 223 nnn  при )( Nn . 
 
6.1.3. Признаки делимости Паскаля 
В математике иногда важно по записи числа определить наперед (не 
выполняя самого деления), делится заданное натуральное числа на другое 
натуральное число или нет. Для этого необходимо знать признаки делимости 
чисел. 
Признак делимости - это правило, которое позволяет по записи числа 
Na  в 10-ой (или другой) системе счисления дать ответ на вопрос: делится 
ли число а на заданный делитель d, не выполняя непосредственно деления а 
на d. 
Рассмотрим некоторые признаки делимости в 10-ой системе счисления. 
Сначала познакомимся с общим признаком делимости Паскаля, которое 
далее будет использоваться для вывода других признаков делимости. 








n . Необходимо 
  
определить условие делимости данного числа на число Nd . Для этого 
разделим степени с основанием 10 на d с остатком: 
1110 rdq , 22
210 rdq , …, 11
110 nn
n rdq , nn
n rdq10 , где dr10  
( ni ,...,3,2,1 ). Тогда 
0111222111 )()(...)()( ardqardqardqardqaa nnnnnn . 
Далее, пользуясь дистрибутивным законом умножения относительно 
сложения, коммутативными и ассоциативными законам сложения, получим: 
)()...( 0112211112211 ararararaqaqaqaqada nnnnnnnn . 
Из полученного равенства очевидно, что первое из двух слагаемых 
делится на d, а чтобы данное число делилось на d, необходимо, чтобы и 
другое слагаемое (т.е. сумма 
0112211 arararara nnnn ) делилось на d. 
Нами доказана следующая теорема. 
Теорема 8 (признак делимости Паскаля) 
(известный французский математик) 
Натуральное число а, заданное в 10-ой (или другой позиционной с 
основанием 10h ) системе счисления, делится на натуральное число d тогда 
и только тогда, когда на число d делится сумма произведений цифр данного 
числа на остатки, полученные от деления соответствующих степеней с 
основание 10 ( 10h ) на число d. 
Пример 6. Определить, действительно ли, что: 
а) число 2592 делится на 8; 
б) число 1234 делится на 7? 
Решение. Используем признак делимости Паскаля: 
     а) 08125103 ;       б) 67142103 ; 
4812102 ;   6714102 ; 
28110 ;    37110 ; 
402294502 ;  314336261 ; 
840 , т.к. 5840 . 731 , т.к. не существует число 0Nc  
такое, что c731 . 
Ответ: а) число 2592 делится на 8; 
  б) число 1234 не делится на 7. 
Естественно признаком делимости Паскаля не пользуются из-за 
грамотности вычислений, но он лежит в основе вывода особых признаков 
делимости, известных из школьного курса математики. 
6.1.4. Признаки делимости на 2, 3, 4, 5 и 9 
Признак делимости на 2 (на 5, на 10) 
Поскольку 10, 102, …, 10n делится на 2, 5 и 10 без остатка 
( 0121 ... rrrrr nn ), то по признаку Паскаля 0... 0112211 arararara nnnn  и 
делимость числа а на 2 (5) определяется последней цифрой в записи числа а. 
Признак делимости на 2. Числа а делится на 2 тогда и только тогда 
когда его запись в 10-ой системе счисления заканчивается одной из цифр 0, 2, 
  
4, 6, 8, т.е когда число а четное. 
Признак делимости на 5. Число а делится на 5 тогда и только тогда, 
когда его запись в 10-ой системе счисления заканчивается цифрой 0 или 5. 
Признак делимости на 10. Число а делится на 10 тогда и только тогда, 
когда его запись а 10-ой системе счисления заканчивается цифрой 0. 
Другой способ доказательства.  
Имеем: 01210121 10...... aaaaaaaaaaa nnnn . 
Первое слагаемое делится на 2(5), поскольку )5(210 . Для того, чтобы 
число )5(2a , необходимо и достаточно, чтобы )5(20a , т.е. чтобы делилось на 
2(5) последняя цифра числа а. 
Признак делимости на 3 (на 9). При делении степени с основание 10 
(10, 10
2, …, 10n) на 3 ( на 9) все остатки будут равны 1 ( 1... 121 rrrr nn ). 
Тогда, по признаку делимости Паскаля получим: 
01210121 ...11...11 aaaaaaaaaa nnnn . 
Из полученной суммы и следует признак делимости на 3 (на 9). 
Признак делимости на 3 (на 9). Число а делится на 3 (на 9) тогда и 
только тогда, когда сумма цифр его записи в 10-ой системе счисления 
делится на 3 (на 9). 
Признак делимости на 4 ( на 25). Число а делится на 4 ( на 25) тогда и 
только тогда, когда на 4 (на 25) делится число, выраженное двумя 
последними цифрами числа а. 
Доказательство. Запишем число а в виде 0121... aaaaaa nn , или: 
0121 100... aaaaaa nn . 
Первое слагаемое суммы делится на 4 (на 25), поскольку множитель 
4100  ( 25100 ). Чтобы число а делилось на 4 (на 25), необходимо, чтобы и 
другое слагаемое 01aa  также делилось на 4 (на 25), а число 01aa  выражается 
двумя последними цифрами числа а. Таким образом, если число 401 aa  
( 2501 aa ), то и число а будет делиться на 4 (на 25). 
Пример: число 5743827 делится на 9, потому что 5+7+4+3+8+2+7=36, 
936 . 
Число 17582 не делится на 4, т.к. число 82 не делится на 4. 
Число 695036 делится на 4, т.к. число 436 . 
Число 37875 делится на 25, т.к. число 75 делится на 25. 
6.2. Свойства простых и составных чисел. 
6.2.1. Простые и составные числа. Их свойства 
Определение. Натуральное число, большее единицы, называется 
простым, когда оно делится только на себя и на 1 (т.е. имеет ровно два 
разных делителя). Натуральное число называется составным, когда оно имеет 
более 2 разных делителей. 
  
Например, числа 2, 3, 5, 7, 11 - простые, а число 18 - составное (1, 2, 3, 
6, 9, 18 - его делители). Число 1 имеет только один делитель и не является ни 
простым ни составным. 
Таким образом, множество целых неотрицательных чисел N0 можно 
разделить на четыре пересекающиеся подмножества: 
1) единица ({1}); 
2) простые числа ({N прост}); 
3) составные числа ({N сост}); 
4) число 0 ({0}). 
N0={0} {1} {N прост} {N сост}. 
 
Свойства простых чисел 
1) Если простое число p делится на натуральное число q≠1, то q 
совпадает с числом p (q=p). 
Доказательство. Действительно, если бы число p делилось на q и не 
совпадало с числом q, то оно имело бы три делителя: 1, p, q, что 
противоречит определению простого числа. Отсюда и следует: p=q. 
2) Если p и q - разные простые числа, то p не делится на q. 
Доказательство. Поскольку p - простое число, то оно делится только на 
1 и p. По условию p≠q и q - простое число, значит q≠1, отсюда следует, что p 
не делится на q. 
Например, 29 и 7 - разные простые числа и 29 не делится на 7. 
3) Всякое натуральное число a>1 имеет хотя бы один простой делитель, 
причем этот делитель наименьший. 
Доказательство. Когда число а простое, то таким делителем числа а 
является само это число. 
Пусть число а - составное и пусть d - наименьшее из всех делителей 
числа а (d≠1), т.е. Nk  такое, что выполняется равенство dka . 
Докажем, что число d - простое. Допустим обратное. 
Пусть число d - составное, тогда оно имеет свой отдельный делитель d1 
( 1ldd , Nl , dd11 ). 
Таким образом, из равенства dka  и 1ldd  следует, что da  и 1dd   
откуда (с учетом транзитивности отношения делимости) 1da  и dd1 . 
Последнее неравенство dd1  противоречит нашему условию, что d - 
наименьший делитель числа а. Значит, допущение о том, что число d - 
составное, ошибочно. 
Таким образом, наименьший делитель натурального числа а всегда 
простое число. 
Следующее свойство позволяет определить, простым или составным 
является данное натуральное число. 
  
4) Теорема: Когда натуральное число а не делится ни на одно простое 
число d такое, что ad , то число а - простое. 
Доказательство. Пусть число а - составное и d - его наименьший 
простой делитель (он существует на основе свойства 3). 
Тогда dka , Nk  и kd  (поскольку d - наименьший простой 
делитель числа а). Умножим обе части неравенства kd  на d, получим 
kdd 2 . Поскольку adk , то ad 2  или ad . 
Из доказанного свойства следует, что если натуральное число а не 
делится ни на одно простое число ad , то это число а совсем не имеет 
простых делителей. И поэтому оно само является простым числом. 
Пример 1. Определим простым или составным являются числа 187, 
151, 381. 
Решение. Легко установить, что 14187 . 
Далее проверим делимость числа 187 на простые числа < 14 (т.е. 2, 3, 5, 
7, 11, 13): на 2, 3, 5, 7 число 187 не делится, а на 11 делится. Таким образом 
число 187 имеет простой делитель 11 (третий, кроме делителей 1 и 187). 







Так как 13151 , то проверяем делимость 151 на 2, 3, 5, 7, 11. 
Поскольку 151 не делится ни на одно из указанных чисел, то 151 - простое 
число. 
Число 381 - составное, поскольку делится на 3 по признаку делимости. 
 
6.2.3. Решето Эратосфена 
Эратосфен - древний греческий ученый математик и астроном, 
который жил в III в. до н.э. Считают, что он первый составил таблицу 
простых чисел. В древности греки писали палочками на восковых досках. 
Записав некоторую последовательность натуральных чисел, Эратосфен 
прокалывал дырку, где стояли составные числа. Составные числа как бы 
"просеивались", а оставались только простые. Дощечка выглядела подобно 
решету. Отсюда, возможно, и название метода Эратосфена отсеивать 
составные числа. 
Сущность метода Эратосфена заключается в следующем: Записывают 
последовательность натуральных чисел от 2 до n включительно, затем 
последовательно вычеркивают числа, кратные 2, 3, 5, 7 и т.д. (оставляя сами 
числа 2, 3, 5, 7, … незачеркнутыми) до того момента, пока незачеркнутыми 
окажутся самые большие из простых чисел p такие, что np . Числа, 
которые останутся незачеркнутыми, будут простыми числами от 2 до n. 
Пример 2. Составить таблицу простых чисел от 2 до 40. 
















































































Первое простое число - 2. Зачеркнем все числа, которые делятся на 2, 
кроме самого числа 2. Первым незачеркнутым после 2 является число 3. 
Зачеркиваем все числа, которые делятся на 3, кроме самого числа 3. 
Числа, которые остались не зачеркнутыми, не делятся ни на 3, ни на 2. 
Теперь зачеркиваем все числа, которые делятся на 5, кроме самого 
числа 5. Числа, которые остались, не делятся ни на 2, ни на 3, ни на 5, т.е. их 
делителем может быть число 6 или 7. Но наименьший простой множитель 
числа 40 должен удовлетворять условию 740 . 
Таким образом, среди незачеркнутых чисел нет составных - все они 
простые, а именно: 
2, 3, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37. 
Метод Эратосфена позволяет составить таблицу простых чисел, 
меньших некоторого числа n, но он не дает ответ на вопрос о конечности 
множества простых чисел. На этот вопрос отвечает теорема, доказанная 
древнегреческим математиком Евклидом (IIIв. до н.э.). 
6.2.5. Теорема Евклида о простых числах 
Множество простых чисел бесконечно. 
Доказательство проведем методом от противного. Допустим, что 
множество простых чисел конечно. 
Пусть их будет k: 
p1, p2, p3, …, pk-1, pk.      (*) 
Рассмотрим число а, равное произведению этих простых чисел, 
увеличенное на 1: 
p1, p2, p3, …, pk-1, pk + 1. 
Число а является или составным или простым. Если бы а было 
составным, то оно имело бы хотя бы один простой делитель - обязательно 
одно из чисел (*). Но число а не делится ни на одно из названных чисел (при 
делении на любое число из них получится остаток 1). 
Таким образом , число а - не составное - значит простое. Причем, оно 
больше любого из простых чисел (*), поскольку произведение нескольких 
натуральных чисел, да еще увеличенное на 1, больше каждого из его 
множителей. 
Таким образом, исходя из допущения о том, что количество простых 
чисел конечно, мы получили противоречие, которое и доказывает теорему: 
  
количество простых чисел образует бесконечное множество. 
 
Каким законам подчиняется размещение простых чисел в натуральном 
ряду чисел - не выявлено полностью до сегодняшнего времени. Встречаются 
простые числа, которые стоят через одно число (два соседних нечетных 
числа), например: 5 и 7, 29 и 31, 10999949 и 10999951. Такие числа называют 
близнятами. До сегодняшнего дня не выявлено, сколько их - конечное или 
бесконечное множество. 
Промежутки между соседними простыми числами по мере увеличения 
чисел увеличиваются. 
 
6.3. Общие кратные и делители. 
6.3.1. Делитель. Общие делители. Наибольший общий делитель. 
Определение. Пусть заданы два натуральных числа a и d. Число d 
называется делителем числа а, когда а делится на d. 
Разделим множества А и В делителей двух чисел 12 и 18 
соответственно: 
A={1, 2, 3, 4, 6, 12} и  B={1, 2, 3, 4, 6, 9, 18}. 
Среди перечисленных делителей есть общие (1, 2, 3, 6), которые 
являются пересечением множеств А и В делителей чисел 12 и 18: 
}6,3,2,1{BA . 
Можно заметить, что общих делителей для двух или нескольких 
натуральных чисел всегда будет конечное множество, поскольку конечным 
является множество делителей любого натурального числа. Наименьшим 
общим делителем чисел всегда будет единица. 
Определение. Наибольшим общим делителем двух или нескольких 
натуральных чисел naaa ,...,, 21  называется наибольшее число, на которое 
делится каждое из данных чисел. 
Наибольший общий делитель чисел naaa ,...,, 21  обозначается 
НОД( naaa ,...,, 21 ) или Д( naaa ,...,, 21 ). 
Например, НОД (12, 18) = 6 
Из определения выше рассмотренного примера следует, что для 
нахождения НОД нескольких чисел необходимо выписать множество всех 
делителей этих чисел, найти пересечение этих множеств и в полученном 
пересечении выбрать наибольшее число. Однако указанный способ 
неэффективен для больших чисел. Ниже будут показаны более точные 
способы нахождения НОД( naaa ,...,, 21 ). 
Основные свойства наибольшего общего делителя 
Теорема 1. Наибольший общий делитель чисел naaa ,...,, 21  не 
превосходит наименьшего из этих чисел. 
  
Доказательство. Пусть даны n натуральных чисел 
naaa ,...,, 21  и 
НОД(
naaa ,...,, 21 )=d. Это значит, что dai   ),...,2,1( ni . Откуда следует, что iad . 
Таким образом, наибольший общий делитель не больше меньшего из данных 
чисел. 
Теорема 2. Для любых натуральных чисел 
naaa ,...,, 21  всегда существует 
их наибольший общий делитель и он единственный. 
Доказательство. Существование НОД(
naaa ,...,, 21 ) следует из того, что 
множество общих делителей данных чисел всегда непустое (оно содержит 
как минимум один элемент - единицу). Когда существует еще и другие 
общие делители, то их множества всегда ограничены сверху, поскольку 
НОД( naaa ,...,, 21 ) не больше меньшего из данных чисел. А это значит, что 
существует одно наибольшее число, которое и является наибольшим общим 
делителем данных чисел. 
Теорема 3. Когда число а делится на число b, то НОД(a,b)=b. 
Доказательство. По условию ba  и естественно, что bb . Таким 
образом, число b - общий делитель числа а и b.  
Докажем, что b=НОД(a,b). 
Допустим, что существует число bd  и d=НОД(a,b), тогда da  и db . 
Но по допущенному условию bd , деление db  невозможно при bd . 
Остается bd . Таким образом, НОД(a,b)=b. 
 
6.3.2. Общее кратное. Наименьшее общее кратное 
Определение. Пусть даны два натуральных числа а и b. Когда число а 
делится на число b, то говорят, что число а кратно числу b. 
Например, числа 3, 6, 12 кратны числу 3. Поскольку число 0 делится на 
всякое натуральное число, то оно кратно всякому натуральному числу. Но в 
дальнейшем, говоря о кратности чисел, будем иметь в виду только 
натуральные числа. Таким образом, числа, кратные числу а, будут числа а, 
2а, 3а, 4а, …, na, … . Все они получаются путем умножения числа а на 
натуральные числа. Наименьшее из этих чисел есть число а. 
Рассмотрим два натуральных числа 3 и 4 и выпишем множества А и В 
чисел, кратных данным числам соответственно: 
A={3,6,9,12,15,18,21,24,27,…,3n,…} 
B={4,8,12,16,20,24,28,32,36,…,4n,…} 
Как видим, числа 3 и 4 имеют общие кратные числа: 12, 24, 36, … 
Заметим, что множество общих кратных двух данных чисел является 
пересечением множеств кратных этих чисел: 
,...}60,48,36,24,12{BA  
Все элементы (числа) указанного множества, и только они, кратные 
числам 3 и 4 - они называются общими кратными чисел 3 и 4. 
  
Из приведенного примера видно , что среди общих кратным чисел 3 и 4 
нет наибольшего числа, но есть наименьшее - число 12, которое называется 
наименьшим общим кратным чисел 3 и 4 и записывается НОК(3,4)=12 или 
К(3,4)=12. 
Определение. Общим кратным нескольких натуральных чисел 
naaa ,...,, 21  называется число k, которое кратно каждому из данных чисел (т.е. 
число k делится на каждое из данных чисел). 
Определение. Наименьшим общим кратным нескольких натуральных 
чисел 
naaa ,...,, 21  называется наименьшее число, кратное каждому из данных 
чисел (т.е. наименьшее число, которое делится на каждое из данных чисел). 
Например. НОК(6, 15, 40) = 120. 
 
Задачи для самостоятельного решения 
Занятие 1 
1.  Даны два множества А и В. Докажите, что если BA , то: 
 а) )()()( BnAnBAn ; б) )()()\( BnAnBAn ; в) )()()( BnAnBAn . 
2.  Докажите, что сумма двух неотрицательных чисел всегда существует и 
единственна. 
3.  Докажите, что разность a-b двух целых неотрицательных чисел a и b 
существует тогда и только тогда, когда a b, и что когда эта разность 
существует, то она единственная. 
4. Докажите, что произведение целых неотрицательных чисел всегда 
существует и единственное. 
5. Докажите, что для того, чтобы существовало частное целого 
неотрицательного числа а и натурального числа b, необходимо, чтобы b а, 
и что когда частное существует, то оно единственное. 
6. Докажите, что для любых натуральных чисел а и b: 
 а) a+b≠b;  б) a+b≠a;  в) a∙b≠b. 
7. Докажите, что для любых натуральных чисел a, b и c выполняются 
следующие равенства: 
 а) )()( cbcaba ; б) )()( cbcaba ; в) )()( cbcaba . 
8.  С помощью определения суммы целых неотрицательных чисел покажите, 
что:  
 а) 3+4=7;  б) 0+2=2; в) 1+5=6. 
9.  Может ли разность двух натуральных чисел быть равной: 
 а) нулю;  б) вычитаемому; в) уменьшаемому? 
10. Докажите, что для натуральных чисел a, b и c: 
 а) если cb , то )()( cbacba ; б) если ba , то cbacba )()( . 
11. С помощью определения разности целых неотрицательных чисел 
покажите, что: 
  
 а) 538 ; б) 022 ; в) 303 . 
12. Объясните справедливость следующих утверждений: 
 а) 85 ; б) 37 ; в) 10595 ; г) 3787 . 
Занятие 2 
13. Докажите, что для любых натуральных чисел a, b и c выполняются 
следующие равенства: 
 а) )()( bcacba ; б) )()( bcacba ; с) )()( bcacba . 
14. Докажите, что для любых натуральных чисел a и b существует такое 
натуральное число n, что abn . 
15. С помощью определения умножения целых неотрицательных чисел 
найдите значение выражения: а) 2∙3; б) 4∙4; в) 0∙3; г) 5∙1. 
16. Как изменяется частное двух натуральных чисел, если: 
 а) делимое и делитель умножить на одно и тоже натуральное число; 
 б) делимое увеличить в 3 раза, а делитель уменьшить в 3 раза; 
 в) делимое уменьшить в 5 раз, а делитель не изменять; 
 г) делимое не изменять, а делитель увеличить в 5 раз? 
17. Докажите, что: 
 1) Для любых 
0Na , 0Nb  и 0Nc  выполняются следующие равенства: 
 а) abba ;  б) )()( cbacba ; в) bcabcba )( ; 
 г) bcaccba )( ; д) baab ;   е) )()( bcacab ; 
 2) для целых неотрицательных чисел a и b и натурального числа с 
выполняются следующие равенства: 
 а) cbacbca :)(:: ; 
 б) cbacbca :)(:: ; 
 в) cbabca :)():( . 
18. Запишите формулу чисел, которые: 
 а) кратны числам: 1) 3; 2) 5; 3) 29; 
 б) при делении на 6 дают остаток 4. 
19. Будет ли истинным высказывание: "Когда сумма двух натуральных чисел 
делится на n, то и каждое слагаемое делится на n?" 
20. Докажите, что когда:  
 а) дробь 
b
a
 сократима, то сократима дробь 
ba
ba





 б) Число а делится на с, число b не делится на с, то сумма ba  не делится 
на с. 
Занятие 3 
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n nn . 
22. Докажите методом математической индукции, что  
 1) 122 nn  для Nn  при 2n ; 
 2) 32 nn  для Nn  при 10n ; 
 3) )1(43 nn  для Nn  при 2n ; 
  
 4) nnn 723  для Nn  при 3n ; 
 5) 22 nn  для Nn  при 4n ; 
 6) 542 2 nnn  для Nn  при 7n ; 
 7) 42 4 nn  для Nn . 
23. Докажите, что: 
 а) для 
0Na :  1) aa 1 ;  2) aa0 ;  3) 11 aa ; 
 б) для 
0, Nba : 4) abba ; 5) baab ; 
 в) для 
0,, Ncba :  6) )()( cbacba ; 7) )()( bcacab ; 
     8) acabcba )( ;  9) bcaccba )( . 
24. Докажите, что для любых 
0, Nba : 
 а) если ba , то cbca , Nc ; 
 б) если ba , то bcac , Nc . 
25. Докажите, что для 
0,,, Ndcba  выполняется: 
 1) 0),()( ccbcaba ;  5) )()( dbcadcba ; 
 2) 0),()( cbcacba ;   6) )()( bdacdcba ; 
 3) )()( dbcadcba ;  7) )()( bdacdcba . 
 4) )()( dbcadcba ;  
Занятие 4 
26. Какой общий вид имеют числа при условии, что: 
 а) при делении на 5 остаток равен 1; 
 б) при делении на 12 остаток равен 6; 
 в) при делении на 8 остаток равен нулю; 
 г) при делении на m )3,( mNm остаток равен 2m ? 
27. Докажите, что при любых натуральных значениях х, y, и z значение 
высказывания 21112715 zyx  не будет кратным числу 3. 
28. Докажите, что когда один из натуральных чисел при делении на 5 дает 
остаток 3, другой - остаток 1, то сумма их квадратов делится на 5. 
29. При делении натуральных чисел х и у на 8 получились соответственно 
остатки 5 и 6. Какой остаток при делении на 8 дает их сумма, 
произведение? 
30. Число а разделили на 9 с остатком. Можно ли сделать вывод, что 
допущена ошибка при делении, когда остаток равен: 
 а) 5; б) 9;  в)0;  г) 10;  д) 1? 
31. Какой общий вид имеют числа при условии, что: 
 а) при делении на 5 остаток равен 1; 
 б) при делении на 12 остаток равен 6; 
 в) при делении на 8 остаток равен нулю; 
 г) при делении на m )3,( mNm  остаток равен 2m ? 
32. Докажите, что: 
 а) сумма двух четных чисел число четное; 
  
 б) сумма двух нечетных чисел - число четное; 
 в) сумма четного и нечетного чисел - число нечетное; 
 г) если числа а и b не делятся на 3, но дают одинаковые остатки при 
делении на 3, то число ab-1 делится на 3; 
 д) если числа а и b не делятся на 3 и дают разные остатки при делении на 
3, то число ab+1 делится на 3. 
33. Вместо многоточия вставьте термин "необходимо", "достаточно", 
"необходимо и достаточно": 
 а) для того, чтобы целое число делилось на 5, ... , чтобы его последняя 
цифра была 5; 
 б) для того, чтобы целое число делилось на 3, ... , чтобы сумма цифр его 
записи делилась на 3; 
 в) для того, чтобы целое число делилось на 3, ... , чтобы сумма цифр его 
записи делилась на 9; 
 г) для того, чтобы целое число делилось на 9, ... , чтобы сумма цифр его 
записи делилась на 3; 
 д) для того, чтобы целое число делился на 6, … , чтобы это число 
делилось на 2 и на 3; 
 е) для того, чтобы целое число делился на 12, … , чтобы это число 
делилось на 2 и на 4. 
 
ЗАНЯТИЕ 5 
34. На множестве N0 задано отношение F: "каждому целому 
неотрицательному числу х ставится в соответствие его остаток от деления 
на 12". 
 а) Укажите образы чисел 8, 12, 15, 25, 100; 
 б) укажите прообразы чисел 2, 11; 
 в) назовите область определения и множество значений отношения F; 
 г) является  ли отношение F функциональным? 
35. Докажите, что для любых натуральных чисел a и b существует такое 
натуральное число n, что abn . 
36. По делимому а и делителю b найдите неполное частное q и остаток r, если: 
 а) 1347a , 25b ; б) 918a , 34b ;  в) 2965a , 3101b . 
37. По делимому а и остатку r найдите неполное частное q и делитель b, если: 
 а) 147a , 7r ;  б) 131a , 10r ;  в) 147a , 15r . 
38. По делимому а и неполному частному q найдите делитель b и остаток r, 
если: 
 а) 294a , 13q ; б) 115a , 18q ;  в) 748a , 0q . 
39. При делении чисел a, b и c на 7 получили остатки 1, 4, 5, соответственно. 
Какой остаток при делении на 7 даст сумма cba ? 
  
40. Докажите, что: 
 а) сумма трех последовательных натуральных чисел делится на 3; 
 б) сумма кубов трех последовательных натуральных чисел делится на 3; 
 в) сумма трех последовательных натуральных степеней числа 3 делится на 
13; 
 г) если два натуральных числа при делении на третье дают одинаковые 
остатки, то их разность делится на это третье число; 
 д) разность квадратов двух последовательных нечетных натуральных 
чисел делится на 8; 
 е) произведение двух последовательных натуральных чисел при делении 
на 3 дает остаток 0 или 2; 
 ж) когда числа m и n не делится на 7, но дают одинаковые остатки при 
делении на 7, то разность квадратов этих чисел делится на 7; 
 з) всякое трехзначное натуральное число, записанное одинаковыми 
цифрами, делится на 37. 
41. Определите, будут ли справедливыми высказывания: 
 а) 18)1717( 43  ; б) 35)7171( 56  ; в) 22)2323( 1 nn ; г) 42)4141( 21 nn . 
Занятие 6 
42. Назовите основные правила счета. Как находится результат при 
количественном и порядковом счете? Приведите примеры из учебников 
по математике для начальных классов. 
43. Мальчик умеет считать, но не умеет складывать числа. У него было 9 
шоколадок, ему подарили еще 5. Как ему узнать, сколько шоколадок у 
него стало? Дайте теоретическое обоснование этой задачи. 
44. Мальчик умеет считать, но не умеет отнимать числа. У него было 9 
карандашей, 5 карандашей он подарил сестре. Как ему узнать, сколько 
карандашей у него осталось? Дайте теоретическое обоснование этой 
задачи. 
45. Мальчик забыл таблицу умножения, но умеет складывать. Каким 
способом он может найти произведение 17∙3? 
46. При каком условии: 
 а) сумма двух натуральных чисел равна одному из них; 
 б) сумма двух целых неотрицательных чисел равна одному из них; 
 в) сумма двух целых неотрицательных чисел равна нулю? 
47. При каком условии: 
 а)разность двух натуральных чисел есть число натуральное; 
 б) разность двух натуральных чисел есть целое неотрицательное число; 
 в) разность двух целых неотрицательных чисел равна уменьшаемому; 
 г) разность двух целых неотрицательных числе равна вычитаемому? 
48. При каком условии: 
  
 а) произведение двух натуральных чисел равно одному из множителей; 
 б) произведение двух целых неотрицательных чисел больше каждого из 
множителей; 
 в) произведение двух целых неотрицательных чисел совпадает с каждым 
из множителей? 
49. При каком условии: 
 а) частное от деления двух натуральных чисел равно делимому; 
 б) частное от деления двух натуральных чисел равно делителю; 
 в) частное от деления двух натуральных чисел не больше делимого? 
50. Объясните, что такое разность чисел 23 и 15: 
 а) с помощью понятия подмножества данного множества; 
 б) с помощью понятия суммы целых неотрицательных чисел. 
51. Сумма квадратов цифр двухзначного натурального числа равна 25. Когда 
от этого числа отнять 9, то получится число, которое записано теми же 
цифрами, но в обратном порядке. Найдите это число. 
52. Двухзначное натуральное число заканчивается цифрой 3. Если сумму его 
цифр умножить на 4, то получится число, которое записано теми же 
цифрами, но в обратном порядке. Найдите это число. 
53. Сумма цифр двухзначного натурального числа равна 9. Произведение 
этого числа на число, которое записано теми же цифрами, но в обратном 
прядке, равно 2430. Найдите это число. 
54. Произведение цифр двухзначного натурального числа в 3 раза меньше 
самого числа. Если к этому числу прибавить 18, то получится число, 
которое записано теми же цифрами, но в обратном порядке. Найдите это 
число. 
Занятие 7 
55. В трехзначном натуральном числе десятков на 3 больше, чем единиц, а 
сотен на две больше, чем десятков. Если к этому числу прибавить число, 
записанное теми же цифрами, но в обратном порядке, то получится число 
787. Найдите это число. 
56. В двухзначном натуральном числе десятков в три раза больше, чем 
единиц. Если между цифрами этого числа вставить цифру 1, то число 
увеличится на 550. Найдите это число. 
57. Сумма цифр натурального двухзначного числа равна 5. Если увеличить 
количество десятков и единиц на 2, получится число, которое на 24 
меньше утроенного первоначального числа. Найдите это число. 
58. Сумма квадратов цифр двухзначного натурального числа равна 13. Если 
от этого числа отнять 9, то получится число, которое записано теми же 
цифрами, но в обратном порядке. Найдите это число. 
59. Найдите натуральное двухзначное число, у которого сумма квадратов 
  
цифр равна 36. Кроме того, сумма данного числа и числа, составленного 
из тех же цифр, но записанных в обратном порядке, равна 66. 
60. Какое натуральное двухзначное число в 4 раза больше суммы своих цифр 
и в 3 раза больше их произведения? 
61. Какое двухзначное натуральное число меньше суммы квадратов своих 
цифр на 11 и больше их удвоенного произведения на 5? 
62. Найдите двухзначное число, частное от деления которого на произведение 
его цифр равна 6, а разность между искомым числом и числом, 
записанным теми же цифрами в обратном порядке, равна 9. 
63. Если двухзначное натуральное число разделить на произведение его цифр, 
что получится частное 5 и остаток 2. Найдите это число, если известно, 
что количество единиц этого числа меньше количества его десятков на 5 
единиц. 
64. Найдите двухзначное число, частное от деления которого на произведение 
его цифр равно 2, а разность между искомым числом и числом, 
записанным теми же цифрами, но в обратном порядке, равна 18. 
65. Если двухзначное число разделить на сумму его цифр, то получится 
частное 4 и остаток 3. Если же это число разделить на произведение его 
цифр, получится частное 3 и остаток 5. Найдите это число. 
66. Если неизвестное двухзначное число разделить на число, которое состоит 
из тех же самых цифр, взятых в обратном порядке, получится частное 4 и 
остаток 3. Если же искомое число разделить на сумму его цифр, то 
получится частное 8 и остаток 7. Найдите это число. 
67. Даны два натуральных числа, сумма которых равна 715. Одно из этих 
чисел заканчивается нулем. Если этот ноль зачеркнуть, то получится 
второе данное число. Найдите эти числа. 
68. В двухзначном натуральном числе единиц в два раза меньше, чем 
десятков. Если между цифрами этого числа вставить 1, то число 
увеличится на 730. Найдите это двухзначное число. 
69. Сумма цифр двухзначного натурального числа равна 7. Если между 
цифрами этого числа вставить цифру 4, то число увеличится на 220. 
Найдите это число. 
70. Если к данному натуральному числу справа приписать цифру 4 и 
разделить полученное число на число, больше данного на 4 единиц, то 
получится частное, меньшее делителя на 27. Найдите данное число. 
71. Найдите четырехзначное натуральное число, которое начинается с цифры 
2, такое, что если эту цифру увеличить в 4 раза и переставить в конец 
числа, то получится число, в 2 раза больше искомого. 
72. Произведение цифр натурального двухзначного числа в 3 раза меньше 
самого числа. Если к этому числу прибавить 18, то получится число, 
  
записанное теми же цифрами (что и исходное), но в обратном порядке. 
Найдите первоначальное число. 
73. Найдите двухзначное натуральное число такое, что если его разделить на 
количество десятков, то получится частное 4 и остаток 2, а если искомое 
число разделить на произведения его цифр, то получится частное 2 и 
остаток 2. 
74. Трехзначное натуральное число заканчивается нулем. Если его разделить 
на цифру сотен, то получится частное 126 и остаток 2; если же его 
разделить на цифру десятков, то получится частное 47 и остаток 4. 
Найдите это трехзначное число. 
75. Найдите двухзначное натуральное число, в котором цифра десятков в 4 
раза меньше цифры единиц. Если между цифрами этого числа вставить 
цифру 4, то число увеличится в 8 раз. 
76. Найдите двухзначное натуральное число такое, что если его разделить на 
сумму его цифр, то получится частное 8 и остаток 2, а если искомое число 
разделить на произведение его цифр, то получится частное 5 и остаток 2. 
77. Если двухзначное натуральное число разделить на сумму его цифр, то 
получится частное 4 и остаток 3. Если в данном числе поменять местами 
цифры, то получится число, на 5 больше увеличенную в 6 раз сумму его 
цифр. Найдите это двухзначное натуральное число. 
78. Найдите шестизначное натуральное число, которое начинается с цифры 1, 
и такое, что если эту цифру переставить в конец числа, то получится 
число, в три раза больше искомого. 
79. Докажите, что: 
 а) произведение двух соседних натуральных чисел делится на 2; 
 б) сумма трех последовательных натуральных чисел делится на 3; 
 в) произведение четырех последовательных натуральных чисел делится на 
24; 
 г) сумма кубов трех последовательных натуральных чисел делится на 9; 
 д) разность квадратов двух соседних натуральных чисел делится на 8; 
 е) если m - нечетное число, то (m2-1) делится на 8. 
80. Методом полной индукции докажите, что при всех натуральных n: 
 а) 30)(5 3 nn ;  б) 6)5( 3 nn ;  в) 4)2)(1( 2 nnn ; 
 г) 6)17)(12( nnn ; д) 15)1(3 4 nn ;  е) 12)23(2 2 nnn ; 
 ж) 6)5( 2 nn ;  з) 3)53( 23 nnn ;  и) 9))1()1(( 332 nnn ; 
 к) при всяком четном n сумма )20( 3 nn  делится на 48; 
 л) 6)( 3 nn ;  м) 6)11( 3 nn ;  н) 6)23( 23 nnn ; 
 о) 4)1( 22 nn ;  п) 6)5( 5 n ;   р) 6)17)(12( nnn ; 
 с) 24)( 3 nn . 
81. Методом математической индукции докажите, что при всех Nn : 
  
 а) 6)67( 3 nn ; б) 9)1154( nn ;  в) 7)178( nn ; 
 г) 5)263( n ;  д) 3)53( 23 nnn ;  е) 7)( 7 nn ; 
 ж) 5)( 5 nn ;  з) 133)1211( 121 nn ; и) 43)76( 122 nn ; 
 к) 120)45( 35 nnn ; л) 64)67403( 12 nn ; м) 25)4532( 2 nnn . 
82. Методом математической индукции докажите, что при Nn : 
 а) 25 12n  при делении на 6 дает остаток 1; 
 б) 4154 1 nn  при делении на 3 дает остаток 1; 
 в) 463 n  при делении на 5 дает остаток 2; 
 г) 278 nn  при делении на 7 дает остаток 3; 
 д) nn 154  при делении на 9 дает остаток 1. 
Занятие 8 
83. Сколько в числе 132620: 
 а) единиц;   б) единиц тысяч;  в) десятков; 
 г) десятков тысяч; д) сотен;   е) сотен тысяч. 
84. Запишите двухзначное натуральное число, в котором: 
 а) 7 десятков и 3 единицы; 
 б) х десятков и одна единица; 
 в) 3 десятка и х единиц; 
 г) k десятков и p единиц. 
85. Какие числа записаны неправильно: 
 а) 3258;  б) 515;  в) 1010112; 
 г) 1010113; д) 57536; е) 378058; 
 
86. Запишите сумму в виде числа в заданной системе счисления: 
 а) 7∙103+2∙102+3∙10+1 - в 10-ой; 
 б) 2∙35+1∙34+0∙33+2∙32+1∙3+0 - в 3-ой; 
 в) 4∙54+3∙52+1∙5+2 в 5-ой; 
 г) 4∙86+1∙84+2∙82+3∙8 - в 8-ой. 
87. Запишите числа 2013, 13728, 110012 в виде суммы степеней с основанием 
указанной системы счисления. 
88. Запишите числа 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9: 
 а) в двоичной системе счисления; 
 б) в троичной системе счисления; 
 в) в четверичной системе счисления; 
 г) в восьмеричной системе счисления. 
89. Запишите в десятичной системе счисления числа 1112, 42015, 5378, 
1010112. 
90. Запишите указанные числа в заданной системе счисления: 
 а) 98510 в восьмеричной системе счисления; 
 б) 2910 в двоичной системе счисления; 
  
 в) 15410 в двеннадцатеричной системе счисления (1010=А12, 1110=В12); 
 г) 38059 в двеннадцатеричной системе счисления (1010=А12, 1110=В12). 
91. Запишите: 
 а) число 2 в двоичной системе счисления; 
 б) число 3 в троичной системе счисления; 
 в) число p в системе счисления с основанием p. 
92. Запишите в десятичной системе счисления следующие числа: 
 а) 1289;  б) 10256; в) 12203; г) 10110012;  д) 2010224; 
 е) 123045;  ж) 747018; з) 103067; и) 120435;  к) 120436; 
93. Запишите: 
 а) число 31024 в троичной системе счисления; 
 б) число 31025 в троичной системе счисления; 
 в) число 2101023 в пятеричной системе счисления; 
 г) число 105236 в восьмеричной системе счисления; 
 д) число 110010112 в шестеричной системе счисления; 
 е) число 21839 в двоичной системе счисления. 
94. Сравните числа: а) 7628 и 10435;  б) 3426 и 101213. 
95. В какой системе счисления число 6910 запишется как 105? 
Занятие 9 
Недесятичные системы счисления 
 
96. В какой системе счисления будет верным равенство: 
 а) 410=10h;  б) 810=11h;  в) 910=100h;  г) 3310=201h; 
 д) 203h=1010; е) 32h=245;  ж) 232h=1038;  з) 54h=11223; 
 и) 211x-100x=1710; к) 31х∙22х=13010; л) 12х:20х=3010; 
 м) 306х+124х=22010; н) 74х:12х=610; о) 531х-426х=21113? 
97. Можно ли сказать, в какой системе счисления с основанием х будут 
справедливы следующие равенства: 
 а) 10101х+1101х=11202х;  б) 101х+1001х=1110х; 
 в) 1211х-1120х=21х;   г) 1211х-1101х=200х? 
98. Составьте таблицы сложения и умножения в двоичной системе счисления 
и найдите значение каждого выражения. Затем каждое число переведите в 
10-ую систему счисления, найдите результат в 10-ой системе счисления и 
сравните результаты с помощью перевода в 10-ую систему счисления. 
 а) 100112+10112;  б) 11012∙112;  в) 10112-10112; 
 г) 1102∙1012;  д) 110012-10112; е) 11112+10112. 
 
1. Составьте таблицы сложения (умножения) и найдите значение 
выражения: 
а) 432 55 114 ;        б) 33 211202 ;        в) 44 102233 ; 
  
г) 
55 3144412 ;     д) 88 423645 ;        е) 33 1122101 . 
2. Найдите значение выражения: 
а) 
55 4443405 ;      б) 44 134302  ;      в) 66 2144352 ;         г) 
55 10144302 ; 
д) 
55 114432 ;        е) 77 5143502 ;     ж) 55 413434032 ;     з) 
22 11011110100 ; 
и) 44 31032 ;            к) 33 1021201 ;        л) 44 1121032 ;           м) 66 435102 ; 
н) 44 3111230 ;      о) 22 1111111111  ; п) 66 3412242 ;        р) 88 13731 . 
3. Выполните действия: 
а) 
555 20333413124 ;                     б) 666 102)140325( ; 
в) 
7777 52615660 ;                       г) 33333 12210121210222101 ; 
д) 44444 21000101223102 ;     е) 333 222120221021 . 
4. В следующих примерах необходимо: 
1) выполнить действия в заданной системе счисления; 
2) каждое число перевести в десятичную систему счисления и 
выполнить действия в десятичной системе счисления; 
3) перевести ответ из десятичной системы счисления в заданную и 
сравнить полученные результаты. 
а) 22222 1010110)101110110110100(101 ; 
б) 22222 101)1011101100101(1011010 ; 
в) 33333 222012202112121022 ; 
г) 333333 12102210221201122221021  ; 
д) 444444 123)3001001(103)1021120030( ; 
е) 888888 15)217563(17)6362365(  ; 
ж) 888888 201)137212451472365( ; 
з) 
888888 24)2351046(27)13235570( . 
Занятие 10 
Простые и составные числа, их свойства. 
Вопросы: 
1.Определение натурального числа. 
2.Свойства простых чисел(5). 
3.Делитель целого неотрицательного числа. 
4.Общий делитель. Наибольший общий делитель. 
5. Основные свойства наибольшего общего делителя. 
5. Кратные числа. Общее кратное двух и более чисел. 
7. Наименьшее общее кратное. 
8. Основные свойства наименьшего общего кратного. 
9. Основные теоремы о НОД(а,в), НОК(а,в). 
10. Взаимно простые числа, их свойства. 
  
Задачи: 
1.Методом полной индукции докажите, что Nn значение выражения 
)5)(( 22 nnn делится на 6. 
2.Дано подмножество А множества натуральных чисел, в котором 38 
чисел, кратных числу 2; 41 число, кратных числу 5; 43 числа кратных числу 
7; 11 чисел, кратных числу 10; 12 чисел, кратных числу 14; 13 – кратных 
числу 35; 5 – кратных числу 70. Сколько элементов во множестве А? 
3. Найдите все натуральные пятизначные числа вида ba243 , которые 
делятся на 36. 
4. Какие числа являются взаимно простыми: 
а) 18 и 24;         б) 11 и 13;      В) 467 и 468;        г) 51 и 300;   
д) 117 и 120;     е) 38 и 51;       ж) 143 и 176;       з) 110 и 130? 
5. Может ли сумма двух простых чисел быть простым числом? 
6. Может ли сумма двух простых чисел, каждый из которых больше 2, 
быть простым числом? 
7. Может ли сумма двух составных чисел быть простым числом? 
8. Найдите наибольший общий делитель и наименьшее общее кратное 
следующих чисел разложением их на простые множители: 
а) 24 и 30;             б) 32 и 16;              в) 12 и 13;              г) 200 и 180; 
д) 24,30 и 144;      е) 110 и 240;           ж) 187 и 1771;       з) 135 и 108; 
и) 144 и 360;          к) 56 и 351;             л) 180, 240, и 4000; 
м) 36, 480 и 712;    н) 225, 300, 405;               о) 405, 448, 493; 
п)117, 234, 486;      р) 24, 108, 135, 432;          с) 30, 45, 60,125; 
т) 11, 12, 13;            у) 3, 6, 9, 12, 15;                ф) 4 ,5 ,6 ,7 ,8. 
9.Найдите наибольший общий делитель следующих чисел с помощью 
алгоритма Евклида: 
а) 1860 и 1875;     б) 32 и 16;            в) 115 и 138;             г) 246 и 846; 
д) 480 и 1200;        е) 375 и 645;        ж) 12345 и 7565;      з) 588 и 1960; 
и) 588 и 3920;        к) 3762 и 4446;     л) 15283 и 10013;    м) 2585 и 7975. 
10. Вычислить: 
1) с помощью канонического разложения чисел: 
  а) НОД(396,600)  и НОК(396,600);                б) НОД(528,918)  и 
НОК(528,918); 
  в)  НОД(294, 2520)  и НОК(294, 2520);          г) НОД(132,432)  и 
НОК(132,432); 
  д)  НОД(720,216)  и НОК(720, 216);               е) НОД(320,1008)  и 
НОК(320,1008); 
  ж)  НОД(360,756)  и НОК(360, 756);               з) НОД(504, 693)  и 
НОК(504,693); 
2) с помощью алгоритма Евклида: 
  
а) НОД(527,868)  и НОК(527,868);                   б) НОД(6188,4709)  и 
НОК(6188,4709);                                                                                                
в) НОД(6188,4709);           г) НОД(1188, 2684);            д) НОД(481,1406); 
е) НОД(1802, 2278);           ж) НОД(462,1050);            з)  НОД(2812, 962); 
11. Будут ли справедливыми равенства:      




1. Найдите натуральные числа х и у такие, что: 
а) ху=750, НОК(х,у)=150;      б) НОК(х,у)=432, НОД(х,у)=12; 
в) ху=288, НОД(х,у)=4;           г) ху=972, х:у=3. 
2. Будут ли истинными равенства: 
НОД(816,323)=17;    НОД(2956;13302)=1478? 
2. Может ли НОК двух чисел быть больше их произведения? 
3. Найти числа m и n,если: 
         а) НОК(m,n)=105; НОД(m,n)=5;                        б) m:n=11:13; 
НОД(m,n)=5; 
          в) m:n=8:7; НОК(m,n)=224;                                г) m∙n=294; 
НОК(m,n)=105; 
          д)  m∙n=294; НОД(m,n)=7;                                  е) m∙n=375; 
НОК(m,n)=75; 
          ж) m:n=17:14; НОД(m,n)=7;                                з) m∙n=1470; 
НОД(m,n)=7; 
          и) НОК(m,n)=240;  НОД(m,n)=8;                       к) m∙n=1470; m:n=3; 
          л)  НОК(m,n)=915;  НОД(m,n)=3;                       м) НОК(m,n)=693;   
m:n=14:9. 
4. Найти НОД двух чисел, если известно, что НОК этих же чисел равно их                                                                                                          
произведению. 
     5. Числа 4373 и 826разделили на одно и тоже натуральное число и 
получили в остатках соответственно 8 и 7. На какое число делили?                
     6. Напишите пятизначное число, которое делится: 
        а) на 3;   б) на 4;   в) на 9;   г) на 4 и 5;  д) на 2 и 3; е) на 4, 5 и 6. 
     7. Какую цифру нужно поставить вместо звездочки в число: 
           А) 5471*6, чтобы оно делилось: 
            1) на 2; 2) на 4;  3) на 3; 4) на 9;  5) на 4 и 9;  6) на 3 и 4; 
            В) 7142*, чтобы оно делилось на 4; 
            С) 3543*, чтобы оно делилось на 9? 
8. Определите, истинно ли высказывание: 
а) ( 43 1717 )  делится на 18;         б) )7171( 56  делится на 35; 
в) nn 2323 1    делится на 22;      г) 21 4141 nn  делится на 42; 
д) 22143  делится на 21;             е) 65 714  делится на 39. 
9. Найти наименьшее натуральное число, при делении которого на 2, 
3, 4, 5, и 6 в остатке получится 1. 
10. Найти наименьшее натуральное число, при делении которого на 
4, 5, 6, 7, и 8 в остатке получается 3. 
Занятие 13 
4. Найдите натуральные числа х и у такие, что: 
а) ху=750, НОК(х,у)=150;      б) НОК(х,у)=432, НОД(х,у)=12; 
  
в) ху=288, НОД(х,у)=4;           г) ху=972, х:у=3. 
2. Будут ли истинными равенства: 
НОД(816,323)=17;    НОД(2956;13302)=1478? 
5. Может ли НОК двух чисел быть больше их произведения? 
6. Найти числа m и n,если: 
         а) НОК(m,n)=105; НОД(m,n)=5;                        б) m:n=11:13; 
НОД(m,n)=5; 
          в) m:n=8:7; НОК(m,n)=224;                                г) m∙n=294; 
НОК(m,n)=105; 
          д)  m∙n=294; НОД(m,n)=7;                                  е) m∙n=375; 
НОК(m,n)=75; 
          ж) m:n=17:14; НОД(m,n)=7;                                з) m∙n=1470; 
НОД(m,n)=7; 
          и) НОК(m,n)=240;  НОД(m,n)=8;                       к) m∙n=1470; m:n=3; 
          л)  НОК(m,n)=915;  НОД(m,n)=3;                       м) НОК(m,n)=693;   
m:n=14:9. 
4. Найти НОД двух чисел, если известно, что НОК этих же чисел равно их                                                                                                          
произведению. 
     5. Числа 4373 и 826разделили на одно и тоже натуральное число и 
получили в остатках соответственно 8 и 7. На какое число делили?                
     6. Напишите пятизначное число, которое делится: 
        а) на 3;   б) на 4;   в) на 9;   г) на 4 и 5;  д) на 2 и 3; е) на 4, 5 и 6. 
     7. Какую цифру нужно поставить вместо звездочки в число: 
           А) 5471*6, чтобы оно делилось: 
            1) на 2; 2) на 4;  3) на 3; 4) на 9;  5) на 4 и 9;  6) на 3 и 4; 
            В) 7142*, чтобы оно делилось на 4; 
            С) 3543*, чтобы оно делилось на 9? 
8. Определите, истинно ли высказывание: 
а) ( 43 1717 )  делится на 18;         б) )7171( 56  делится на 35; 
в) nn 2323 1    делится на 22;      г) 21 4141 nn  делится на 42; 
д) 22143  делится на 21;             е) 65 714  делится на 39. 
9. Найти наименьшее натуральное число, при делении которого на 2, 
3, 4, 5, и 6 в остатке получится 1. 
10. Найти наименьшее натуральное число, при делении которого на 
4, 5, 6, 7, и 8 в остатке получается 3. 
 
 
